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Chapter 1

Basic definitions and equations

1.1 Introduction

This chapter has been arranged through some definitions and equations which are useful for

the next two chapters.

1.2 Some concepts about fluid

1.2.1 Fluid

A material which continuously deforms under the action of applied shear stress is called fluid.

1.2.2 Fluid mechanics

The branch of engineering dealing with the fluids either at rest or in motion. Some common

engineering fluids are air (a gas), steam (a vapor) and water (a liquid).

Fluid mechanics can be divided into two categories:

1. The study of fluids at rest is related to hydrostatics.

2. The study of fluids in motion is related to hydrodynamics.
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1.2.3 Types of flow system

Internal flow system

Fluid flows surrounded by closed boundaries or surfaces are termed as internal flow systems.

i.e flow through pipes, valves, ducts, or open channels etc.

External flow system

Flows having no specific boundaries are termed as external flows. Flow around aeroplane

wings, automobiles, buildings or ocean water through which ships, submarines and torpedoes

move/sail.

Internal and external flow systems may be laminar, turbulent, compressible or incompress-

ible.

1.2.4 Body force

A force acting throughout the volume of a body without any physical contact. For example

gravity, electromagnetic forces etc.

1.2.5 Inertial forces

A force which resists a change in state of an object.

1.2.6 Surface force

A force that acts across an internal or external element in a body through direct physical

contact. Pressure and shear forces are examples of surface force.

1.2.7 Shear stress

It is the stress component coplanar with the cross sectional area of a material. The internal

forces that adjoining particles of a continuous material exert on each other is called shear stress.

It is denoted by a Greek letter  .
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1.2.8 Normal stress

The component of the stress normal to cross section of a material is called normal stress. It is

denoted by .

1.2.9 Viscosity

Viscosity of fluid is the measure of its internal resistance to deformation caused by tensile or

shear stress. A fluid having no resistance to shear stress is called ideal or inviscid. Super fluids

have zero viscosity. Viscosity depends on composition and temperature of a fluid. It is also

called dynamic/absolute viscosity. It is denoted by  and is given by

 =
 

 
 (1.1)

Viscosity is measured in  and is having dimensions of

∙




¸
 (1.2)

1.2.10 Kinematic viscosity

The proportion of absolute viscosity to density of fluid is recognized as kinematic viscosity. It

is given by

 =



 (1.3)

It is measured in 2 sec. It is having dimensions of

∙
2



¸
 (1.4)

1.2.11 Flow types

1) Laminar flow

The flow pattern in which fluid flows in parallel smooth layers with no crossing over between

the layers. Smoke rising from a cigarette to the first few centimeters in surrounding shows a

clear picture of laminar flow.
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2) Turbulent flow

Turbulent flow is a less orderly flow regime, characterizes the pattern of the flow in which the

fluid particles have no specific paths or trajectories. Break up of rising smoke into random and

haphazard motion represents turbulent flow.

1.2.12 Newton’s law of viscosity

It states that

 ∝ 


 (1.5)

 = 



 (1.6)

in which  is the absolute viscosity.

1.2.13 Newtonian fluids

Those fluids which obey Newton’s law of viscosity are termed as Newtonian fluids. Water, air

and gases are Newtonian fluids.

1.2.14 Non-Newtonian fluids

Those fluids for which does not hold Newton’s law of viscosity are termed as non-Newtonian

or we can say that those fluid in which shear stress is non-linearly proportional to shear strain.

Since viscosity depends upon nature of the fluids so for such fluids viscosity remains no more

constant and it becomes a function of applied shear stress. Examples of such fluids consist of

honey, toothpaste, ketchup, paint etc. Mathematically

 ∝
µ




¶

  6= 1 (1.7)

 = 

µ




¶
 (1.8)

 = 

µ




¶−1
 (1.9)

Here  represents the apparent viscosity  flow behavior index and  consistency index. .
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Non-Newtonian fluids are divides into three types;

1. Rate type fluids.

2. Integral type fluids.

3. Differential type fluids.

1.3 Mechanisms of heat transfer

Heat transfer occurs from region of higher kinetic energy towards the region of lower kinetic

energy or simply from hotter to colder regions. Temperature difference in between the two

regions is the main reason for heat transfer. Heat transfer from one place to another by different

processes, depending upon the nature of material under consideration.

1.3.1 Conduction

Particles are in constant motion. During motion of the particles, collisions occur, which result

in the exchange of kinetic energies. So the process of heat transfer from one place to another due

to collision of molecules/particles is called conduction. Such type of heat transfer is observed

in solids e.g. heated rod at one end, here no material flow occurs physically.

1.3.2 Convection

It is the process of heat transfer during which particles having more kinetic energies replace the

particles with less kinetic energies. The transfer of heat occurs due to random Brownian motion

of individual particles from hotter to colder region and this process is known as convection.

1.3.3 Types of convection

Natural convection

The transfer of heat that occurs only due to temperature difference is called natural convection.

Dense particles of fluid fall, while lighter particles rise, resulting the bulk motion of fluids.

Natural convection can only occurs in the presence of gravitational force.
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Forced convection

To increase the rate of heat exchange, fluid motion is generated by external surface forces such

as fan, pump etc. Force convection is more efficient than natural convection.

Mixed convection

The process in which heat transfer occurs due to both natural and forced convection is termed

as mixed convection.

1.3.4 Radiation

The transmission of heat energy in the form of electromagnetic waves with or without any

medium is termed as radiation. Examples are fire, sunlight and very hot objects etc.

1.4 Some concepts about heat

1.4.1 Heat source/sink

Any object which produces and emits heat is termed as a heat source and any object that

dissipates heat is termed as a heat sink. Nuclear reactors, sun, fire and electric heaters are heat

sources while semiconductors, light emitting diodes, fans and solar cells are examples of heat

sink.

1.4.2 Thermal conductivity

Therm means heat and conduction is transfer by collision of molecules. So it is measure of the

ability of material to transmit heat from one place to another. Or it can also be characterized

as the heat transfer through a unit thickness of a substance in a direction perpendicular to

surface area due to unit temperature gradient. It is denoted by  and is given by

 =


∆
 (1.10)
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where  denotes heat flow in a unit time,  is area of cross section and ∆ denotes change in

temperature. In SI system thermal conductivity is measured in , having dimensions of

∙


 3

¸
 (1.11)

1.4.3 Thermal diffusivity

It is measure of the capacity of a material to conduct heat energy with respect to its capacity

to store heat energy. Thermal diffusivity is measured in 2 sec denoted by  and is given by

 =



 (1.12)

where  is thermal conductivity,  is specific heat and  is density.

Thermal diffusivity measures the property of a material for unsteady heat conduction. This

illustrate how rapidly a substance responds to change in temperature.

1.4.4 Specific heat

It is an extensive property of a material defined as the amount of heat energy required to

enhance temperature of the material by 10 It is measured in 

 having the dimensions of

∙
2

 2

¸
 (1.13)

1.4.5 Newton’s law of heating

The rate of heat loss of a body is directly related to temperature difference between the body

and its surrounding.
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1.4.6 Fourier’s law of heat conduction

It is defined as the rate of heat conduction through a homogeneous material is directly propor-

tional to negative gradient of temperature. Mathematically

 ∝ −∆ (1.14)

 = −∆ (1.15)

 is heat flux density, which is the amount of energy flow through a unit area per unit time. 

is measured in 
2 ,  is material’s thermal conductivity and ∆ is temperature gradient.

1.5 Porous medium

A substance which is composed of a solid matrix with interrelated pores is called a porous

medium. These pores permit the flow of fluids through the material. The appropriation of

pores is unpredictable in nature. The examples of porous medium comprises beach sand,

human lungs, rye bread and wood, act.

1.5.1 Porosity

By porosity  of a porous medium we mean the part of the associated void area to the total

area of the substance. It means that 1−  is the fraction that solid area involves the material.

1.6 Dimensionless parameters

1.6.1 Prandtl number

Conduction and convection occur in fluids. For the process of heat transfer, temperature

difference is the main cause. Rate of conduction and convection vary in different fluids.

Prandtl number is used to determine the domination of either conduction or convection. It

is defined as the ratio of momentum to thermal diffusion rate. It is denoted by Pr and given by

Pr =



 (1.16)
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where  is kinematic viscosity and  is thermal diffusion rate. For many gases over a vast range

of temperature and pressure, Pr is approximately treated as constant.

1.6.2 Lewis number

It is defined as the ratio of thermal diffusivity to Brownian diffusivity. Mathematically, it can

be written as

 =
thermal diffusivity

Brownian diffusivity
=




(1.17)

Note that in above expression  signifies the thermal diffusivity and represents the Brownian

diffusivity.

1.6.3 Hartman number

A dimensionless parameter used to determine relative importance of drag force resulting from

magnetic and viscous forces.

It is expressed as the ratio of magnetic to viscous forces given by

 =
 

 
= 0

r



 (1.18)

where 0 shows characteristic value of magnetic induction,  is characteristic length and  is

dynamic viscosity coefficient.

1.6.4 Brownian motion parameter

The haphazard movement of suspended nanoparticles in a base fluid is called as Brownian

motion. Mathematically

 =



( − ∞)

where  the ratio of nanoparticles effective heat capacity and fluid heat capacity,  the

brownian diffusion coefficient,  the kinematic viscosity and  and ∞ the surface and ambient

concentration respectivelly.

12



1.6.5 Thermophoresis parameter

Thermophoresis is the phenomenon in which the influence of temperature gradient results in a

diffusion of particles is called as thermophoresis. Mathematically

 =


∞
( − ∞) (1.19)

where  is the thermophoretic diffusion coefficient and  represents the wall temperature,

∞ stands for ambient fluid temperature.

1.6.6 Skin friction coefficient

When fluid is passing across a surface then definite amount of drag arises which is termed as

skin friction. Mathematically it is stated as

 =

1
2
2

 (1.20)

where

 = 

µ




¶
=(+)

1−
2

 (1.21)

in above relation  represents the shear stress at the surface,  stands for velocity and 

denotes the fluid density.

1.6.7 Nusselt number

The nondimensional quantity which denotes the convective to conductive heat transfer ratio is

known as Nusselt number (). In mathematical form one can write

 =


( − ∞)
 (1.22)

where

 = −
µ




¶
=(+)

1−
2

 (1.23)

where  denotes the wall heat flux,  represents the wall temperature, ∞ stands for ambient

fluid temperature and  represents the thermal conductivity
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1.6.8 Sherwood number

It is defined as the ratio of the convective mass transfer to the rate of diffusive mass transport.

Mathematically

 =
(+ )

( − ∞)
 (1.24)

where

 = −

µ




¶
=(+)

1−
2

 (1.25)

where  the mass flux.

1.6.9 Reynolds number

A dimensionless parameter used to predict flow pattern for various fluid flow circumstances.

It measures the ratio of inertial to viscous forces and relative importance of the two forces for

given flow conditions. It is denoted by Re named after Osborne Reynolds, and is given as

Re =
 

 
 (1.26)

Re =
 


=

 


 (1.27)

 is maximum velocity,  is length of geometry.

For low Reynolds number, viscous forces are more dominant than inertial forces, laminar

flow occurs which characterizes a constant and smooth fluid motion. Similarly, for higher

Reynolds number, inertial forces are more dominant than viscous forces, hence turbulent flow

occurs.

1.7 Fundamental laws

1.7.1 Mass conservation law

It states that the total mass in any closed system will remain constant. Mathematically




+ ∇V = 0 (1.28)
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or




+ (V∇) + ∇V = 0 (1.29)

or




+∇ (V) = 0 (1.30)

The above expression represents the continuity equation. Here  stands for fluid density and

V depicts the velocity profile. Due to steady state flow Eq. (130) takes the following form

∇ (V) = 0 (1.31)

and if the fluid is incompressible then above equation takes the following form

∇V = 0 (1.32)

1.7.2 Momentum conservation law

This law states that the total momentum of a closed system is conserved. General form of this

law is given below


V


=∇τ+b (1.33)

Here inertial, surface and body forces are indicated by the terms V

, ∇τ and b respectively.

1.7.3 Energy conservation law

The energy equation for nanofluid can be written as





= τ L+∇2 + 

µ
∇∇ + 

∞
∇∇

¶
 (1.34)

where  stands for base fluid density,  represents the specific heat of base fluid,  stands for

temperature, τ represents the stress tensor, L stands for rate of strain tensor,  denotes the

thermal conductivity,  depicts the density of nanoparticles,  denotes the thermophoretic

diffusion coefficient and  stands for Brownian diffusion coefficient.
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1.7.4 Concentration law

The concentration equation for nanofluid can be written as




= ∇2 + 

∞
∇2 (1.35)

where  stands for nanoparticles concentration,  represents the Brownian diffusion co-

efficient,  stands for thermophoretic coefficient and  depicts the temperature.

1.8 Solution method

1.8.1 Homotopic technique

HAM technique is one of the best and simplest techniques for obtaining convergent series

solution for weakly as well as strongly non-linear equations. This method uses the concept of

homotopy from topology. Two functions are homotopic if one function continuously deforms

into other function, e.g. 1() and 2() are two functions and  ∗ is a continuous mapping,

then

 ∗ :  × [0 1]→  (1.36)

such that

 ∗( 0) = 1() (1.37)

 ∗( 1) = 2() (1.38)

Liao in 2012 [36] used the homotopic technique for obtaining convergent series solution.

HAM distinguishes itself from other techniques in the following ways:

1. It is independent of small/large parameter.

2. Convergent solution is guaranteed.

3. Freedom for the choice of base functions and linear operators.
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Consider a non-linear differential equation

N [()] = 0 (1.39)

where N represents non-linear operator, and () is the unknown function.

Using parameter  ∈ [0 1] a system of equations is constructed.

(1− )L [b (; )− 0 (; )] = ~N b (; )  (1.40)

where L is linear operator,  is embedding parameter and ~ is convergence parameter. By

putting value of  from 0 to 1, unknown function gets the value from 0() to ().

b (; ) = 0 () +

−1X
=0

 () 
  () =

1

!

b (; )


|=0 (1.41)

for  = 1 we get

 () = 0 () +

∞X
=1

 ()  (1.42)

For mth order problems we have

L [ ()− −1 ()] = ~R
 ()  (1.43)

R
 () =

1

(− 1)!
Nb (; )


|=0 (1.44)

 =

⎧⎨⎩ 0  ≤ 1
1   1

 (1.45)
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Chapter 2

Flow due to moving surface with

non-linear velocity and variable

thickness

2.1 Introduction

This chapter reports the development of homotopy solution for steady flow of an incompress-

ible viscous nanofluid. Flow due to non-linear stretching surface subject to variable thickness

analyzed. This paper is detailed review study of work by wahed et al. [32] Nonuniform heat

generation () and nonuniform transverse magnetic field () are considered. Appropriate

transformations reduce the partial differential systems into the ordinary differential systems.

The resulting systems are solved by homotopy technique. The results for velocity, temperature

and concentration are established and discussed
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2.2 Statement

Consider steady laminar two-dimensional incompressible viscous material over a an imperme-

able stretched sheet with variable thickness. Sheet is stretched with a velocity  =  (+ ).

Thickness of the sheet is taken variable, i.e  =  (+ )
1−
2 . We assume coefficient  so small

that the surface is sufficiently thin. The problem is considered for  6= 1. The velocity field of
the present flow problem is given by

V = (u(xy)v(xy)0) (2.1)

Here u and v are the velocities components in x and y directions.

The Cauchy stress tensor for viscous incompressible fluid is defined by

τ = − I+A1 (2.2)

In Eq. (22),  denotes the pressure, I represents the identity tensor and A1 the Rivlin

Ericksen tensor which is expressed as

A1 = gradV + (gradV)
  (2.3)
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in which

gradV =

⎡⎢⎢⎢⎣
u
x

u
y

0

v
x

v
y

0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦  (2.4)

(gradV)=

⎡⎢⎢⎢⎣
u
x

v
x

0

u
y

v
y

0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦  (2.5)

Thus we have from (23),

A1=

⎡⎢⎢⎢⎣
2u
x

v
x
+ u

y
0

v
x
+ u

y
2v
y

0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦  (2.6)

The governing equations for an incompressible nanofluid are given by

∇V = 0 (2.7)




̄
= div τ+ × (2.8)

()



= ∇2+()

∙
∇∇+

∇∇
∞

¸
+()( − ∞) (2.9)




= ∇2 + 

∞
∇2

Using the boundary layer approximation the above equations become




+




= 0 (2.10)





+ 




= 

2

2
+

2()


 (2.11)





+ 




= 

2


+ 

∙









+



∞
(



)2
¸
+

()


( − ∞) (2.12)





+ 




= 

2

2
+



∞
(
2

2
) (2.13)
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with boundary conditions

 =   = 0  =   =  at  = (+ )
1−
2 (2.14)

 = 0  = ∞  = ∞ as  →∞

In the above expressions  and  are velocity components in  and  directions respectively,

 the kinematic viscosity,  the electrical conductivity, () = 0( + )
1−
2 the strength of

magnetic field,  the base fluid density,  the density of nanoparticles, () = 0(+ )−1

the heat generation,  the temperature of fluid, ∞ the temperature above the boundary layer,

 temperature of surface,  the effective heat capacity and heat capacity of nanoparticle and

base fluid respectivelly,  the thermal diffusion,  the nanoparticles concentration,  the

Brownian motion coefficient and  the thermophoretic diffusion coefficient.

Using the following similarity transformations

 =

s
(+ 1) (+ )−1

2
 ( ) =

s
2 (+ )+1

+ 1
 () 

() = (+ ) () =
 − ∞
 − ∞

 () =
 − ∞
 − ∞

 (2.15)

and expressing  and  in terms of stream function ( ) we have:

 =



  = −


 (2.16)

We adopt

 = (+ ) 0 ()   = −
s
(+ 1) (+ )−1

2

µ
 () + 

− 1
+ 1

 0()
¶
 (2.17)

where  and  are constant,  the similarity variable and  the stream function. Using the above

equations, conservation law of mass is satisfied and the resulting equations (211)− (214) are
as follows

 000 +  00 − ( 2
+ 1

) 02 − ( 2

+ 1
) 0 = 0 (2.18)

1

Pr
Θ00 + Θ0 + (

2

+ 1
)Θ+Θ0Φ0 +Θ02 = 0 (2.19)
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Φ00 +PrΦ0 + (



)Θ00 = 0 (2.20)

with associated boundary conditions by

 () = (
1− 

1 + 
)  0() = 1 Θ() = 1 Φ() = 1  0(∞) = 0 Θ(∞) = 0 Φ(∞) = 0

(2.21)

Here prime denote differentiation with respect to () For converting the domain from [∞) to
[0∞), we use another transformation. Where  = 

q
1+
2



is the surface thickness parameter

and  =  = 

q
1+
2



indicates the plate surface. We defined  () = ( − ) = ()

Θ() = (−) = () and Φ() = (−) = () therefore the similarity Eqs. (218)−(220)
and the associated boundary condition (221) becomes

 000 +  00 − ( 2
+ 1

) 02 − ( 2

+ 1
) 0 = 0 (2.22)

1

Pr
00 + 0 + (

2

+ 1
) +00 +02 = 0 (2.23)

00 +Pr0 + (



)00 = 0 (2.24)

(0) = (
1− 

1 + 
)  0(0) = 1 (0) = 1 (0) = 1  0(∞) = 0 (∞) = 0 (∞) = 0 (2.25)

Here  the shape parameter, Pr the prandtl number,  the lewis number,  the magnetic

field parameter,  the heat source parameter,  Brownian motion parameter and  the

thermophoresis parameter. The definitions of these parameters are

Pr =



  =




  =

0


  =

0


  =




( − ∞)

 =


∞
( − ∞)  =

()

()
 (2.26)
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The Skin friction (), Nusselt number () and Sherwood number () are

 =


2
 (2.27)

 =
(+ )

( − ∞)
 (2.28)

 =
(+ )

( −∞)
 (2.29)

Here ( = (

)
=(+)

1−
2
) the surface shear stress, ( = −( )=(+) 1−2 ) the rate

of heat transfer and ( = −(


)
=(+)

1−
2
) the rate of mass transfer.

Finally the non-dimensional form of Skin friction, Sherwood number and Nusselt number

are given below

p
 = 2

r
+ 1

2
 00(0) (2.30)

√


= −
r

+ 1

2
0(0) (2.31)

√


= −
r

+ 1

2
0(0) (2.32)

2.3 Solution methodology

The approximate series solutions through the homotopy analysis technique (HAM) require the

appropriate initial approximations and auxiliary linear operators for the governing problems

which are given in the following forms

0() = (
+ 1

− 1)1− exp(−) 0() = exp(−) 0() = exp(−) (2.33)

L∗ =
3

3
− 


 L∗ =

2

2
−  L∗ =

2

2
−  (2.34)

The above linear operators have the following properties

L∗ [1 + 2 exp() +3 exp(−)] = 0
L∗ [4 exp() + 5 exp(−)] = 0
L∗ [6 exp() + 7 exp(−)] = 0

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (2.35)
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in which  ( = 1− 7) stands for arbitrary constants.

2.3.1 Zeroth-order statement

(1− Þ∗)L∗
h
̆(Þ∗)− 0()

i
= Þ∗~N ∗

 [̆(Þ
∗)] (2.36)

(1− Þ∗)L∗
h
̆(Þ∗)− 0()

i
= Þ∗~N ∗

 [̆(Þ
∗) ̆(Þ∗) ̆(Þ∗)] (2.37)

(1− Þ∗)L∗[̆(Þ∗)− 0()] = Þ
∗~N ∗

 [̆(Þ
∗) ̆(Þ∗) ̆(Þ∗)] (2.38)

̆(0Þ∗) = (+1
−1) ̆

0(0Þ∗) = 1 ̆ 0(∞Þ∗) = 0 ̆(0Þ∗) = 1

̆(∞Þ∗) = 0 ̆(0Þ∗) = 1 ̆(∞Þ∗) = 0

⎫⎬⎭ (2.39)

N ∗


h
̆(;Þ∗)

i
=

3̆

3
+ ̆

2̆

2
− 2

+ 1

Ã
̆



!2
− 2

+ 1


̆ 0


 (2.40)

N ∗


h
̆(;Þ∗) ̆(Þ∗) ̆(Þ∗)

i
=

2̆

2
+Pr ̆

̆


+Pr

̆



̆


+Pr

Ã
̆



!2
+(

2

+ 1
)Pr

̆




(2.41)

N ∗


h
̆(;Þ∗) ̆(Þ∗) ̆(Þ∗)

i
=

2̆

2
+ Pr ̆

̆


+





2̆

2
 (2.42)

Here Þ∗ ∈ [0 1] denotes the embedding parameter, (~  ~ ~) stand for nonzero auxiliary
variables and (N ∗

  N ∗
 N ∗

) represent the nonlinear operators.

2.3.2 ̂th-order statement

L∗ [̂()− ̂̂−1()] = ~R̃∗̂ () (2.43)

L∗ [̂()− ̂̂−1()] = ~R̃∗̂ () (2.44)

L∗
£
̂()− ̂̂−1()

¤
= ~R̃∗̂ () (2.45)

̂(0) =  0̂(0) =  0̂(∞) = 0 0̂(0) + ̂(∞) = 0

0
̂(0) + ̂(∞) = 0

⎫⎬⎭ (2.46)

R̃∗̂ () =  000̂−1 +
̂−1X
=0

(̂−1− 00 )−
µ
2

+ 1

¶ ̂−1X
=0

( 0̂−1−
0
)−

µ
2

+ 1

¶
( 0̂−1) (2.47)
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R̃∗̂ () = 00̂−1+Pr
̂−1X
=0

(̂−1−0)+Pr

̂−1X
=0

(
0
̂−1−

0
)+Pr

̂−1X
=0

(
0
̂−1−

0
)+

µ
2

+ 1

¶
Pr(̂−1)

(2.48)

R̃∗̂ () = 00̂−1() + Pr

̂−1X
=0

(̂−1−0) +




00
̂−1 (2.49)

χ̂=

⎧⎨⎩ 0 ̂ ≤ 1
1 ̂  1

(2.50)

Putting Þ∗ = 0 and Þ∗ = 1 we have

̆(; 0) = 0() ̆(; 1) = () (2.51)

̆( 0) = 0() ̆( 1) = () (2.52)

̆( 0) = 0() ̆( 1) = () (2.53)

When Þ∗ varies from 0 to 1 then ̆(;Þ∗) ̆(Þ∗) and ̆(Þ∗) illustrate variation from the

initial approximations 0() 0() and 0() to the desired final solutions () () and ()

respectively. By using Taylor’s series expansion we get the following expressions

̆(;Þ∗) = 0() +

∞X
̂=1

̂()Þ
∗̂  ̂() =

1

̂!

̂̆(Þ∗)

Þ∗̂

¯̄̄̄
¯
Þ∗=0

 (2.54)

̆(Þ∗) = 0() +

∞X
̂=1

̂()Þ
∗̂  ̂() =

1

̂!

̂̆(Þ∗)

Þ∗̂

¯̄̄̄
¯
Þ∗=0

 (2.55)

̆(Þ∗) = 0() +

∞X
̂=1

̂()Þ
∗̂  ̂() =

1

̂!

̂̆(Þ∗)

Þ∗̂

¯̄̄̄
¯
Þ∗=0

 (2.56)

The convergence of Eqs. (254)− (256) strongly depends upon them (~  ~ ~). Considering

that (~  ~ ~) are chosen in such a way that Eqs. (254)− (256) converge at Þ∗ = 1, then

() = 0() +

∞X
̂=1

̂() (2.57)

() = 0() +

∞X
̂=1

̂() (2.58)
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() = 0() +

∞X
̂=1

̂() (2.59)

The general solutions (̂ ̂ ̂) of the Eqs. (243)− (245) in terms of special solutions (∗̂
∗̂ 

∗
̂) are presented by the following expressions

̂() = ∗̂() + 1 + 2 exp() + 3 exp(−) (2.60)

̂() = ∗̂() + 4 exp() +5 exp(−) (2.61)

̂() = ∗̂() + 6 exp() +7 exp(−) (2.62)

in which the constants  ( = 1− 7) through the boundary conditions (246) are given by

2 = 4 = 6 = 0 3 =
∗̂()


¯̄̄̄
=0

 1 = −3 − ∗̂(0) (2.63)

5 = −∗̂(0)=0 (2.64)

7 = −∗̂(0)=0 (2.65)

2.4 HAM solution

2.4.1 Convergence analysis

Here the series solutions (257) − (259) involve the auxiliary parameters (~  ~ ~) Surely
the auxiliary variables (~  ~ ~) in series solutions accelerate the convergence. To choose

the appropriate values of (~  ~ ~) the ~−curves have been displayed at 25 order of ap-
proximations. It is noticed from Figs. (2 − 4) that the admissible range of ~  ~ and ~ are
−22 ≤ ~ ≤ −03 −18 ≤ ~ ≤ −04 and −15 ≤ ~ ≤ −02. Moreover the series solutions
are convergent in the entire zone of  when ~ = −10 = ~ = ~. Table 21 reveals that the
6 order of deformations is enough for the convergent solutions of velocity and 24 order of
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deformations is enough for both temperature and nanoparticles concentration respectively.
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Table 2.1. Convergence of homotopic solutions when  = 05 Pr = 10  = 10  = 03

 = 02  = 04  = 05 and  = 02

   − 00(0) 0(0) −0(0)
1 1.10556 0.58333 0.50000

2 1.11628 0.58940 0.54884

3 1.11628 0.56210 0.50861

6 1.11602 0.55031 0.48739

10 1.11602 0.54744 0.48055

15 1.11602 0.54695 0.47918

18 1.11602 0.54690 0.47902

21 1.11602 0.54688 0.47897

24 1.11602 0.54687 0.47896

25 1.11602 0.54687 0.47896

26 1.11602 0.54687 0.47896

2.5 Results and discussion

Our intention here to analyze the characteristics of shape parameter () Prandtl number (Pr)

Lewis number (), magnetic field parameter () surface thickness parameter () heat source

parameter () Brownian motion parameter () and thermophoresis parameter () on veloc-
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ity  0() temperature () and nanoparticles concentration (). Moreover, Tables (22− 24)
are demonstrated to analyze the behaviors of arising variables on Skin friction (), Nusselt

number ()and Sherwood number () respectivelly. Fig. 5 displays the variation of shape

parameter () on velocity  0(). From Fig. we observe that velocity is increasing function

of (). Impact of wall thickness parameter  on the velocity profile is shown in Fig. 6. It is

observed that increasing values of  lead to decrease the velocity. Fig. 7 shows the effects of

magnetic parameter on velocity distribution. Here we seen that velocity decreases for higher

values of magnetic parameter (). Fig. 8 shows the effect of () on (). Temperature is

increasing function of () Fig. 9 depicts that variation of thickness parameter  yields reduc-

tion in temperature. Influence of heat source parameter on temperature profile is plotted in

Fig. 10. There is an increase in temperature via source parameter (). Brownian motion is a

arbitrary movement of suspended particles due to collection of atoms or molecules in the fluid.

The increment of () leads to enhancement of temperature and reduction in nanoparticles

concentration as shown in Figs. (11 − 12). Thermophoresis variable corresponds to enhance-
ment in temperature and nanoparticles concentration as shown in Figs. (13 − 14). Fig. 15
depicts the variation of shape variable on concentration profile. The concentration enhances

when  is increased. Fig. 16 represents the concentration profile for different values of thickness

parameter (). Clearly () decreases for larger . Fig. 17 describes the effect of magnetic

parameter on concentration distribution. It is observed that concentration profile enhances for

larger  .

Tables (22) represents the Skin friction () for various physical variables appearing in

velocity profile. Clearly surface force enhances via   and  Table (23) provides the numer-

ical values of dimensionless Nusselt number () for various physical parameters involved in

temperature distribution. Here Nusselt number increases for larger  and reverse trend is noted

for higher values of    and  Table (24) shows that the Sherwood number enhances

for larger    and  On the other hand the Sherwood number decays for larger 

29



n = 0.0, 0.3, 0.6, 0.9

a = 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, M = 0.2

Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0
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 5 Effects of  on  0()

a = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5
n= 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, M = 0.2,
Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0
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x
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f'x

 6 Effects of  on  0()
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M = 0.0, 0.2, 0.4, 0.6
n= 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, a = 0.5,
Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0
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 7 Effects of  on  0()

n = 0.0, 0.3, 0.6, 0.9
a = 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, M = 0.2,
Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0
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x
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qx

 8 Effects of  on ()

a = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5
n= 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, M = 0.2,
Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0
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x
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qx

 9 Effects of  on ()
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l = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5
n= 0.5, Pr = 1.0, Nb = 0.1, a = 0.5,
M = 0.2, Nt = 0.1, Le = 1.0

1 2 3 4 5 6
x
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0.4

0.6

0.8

1.0

qx

 10 Effects of  on ()

Nb = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5
n= 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, a = 0.5,
M = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0
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x
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0.6

0.8

1.0

qx

 11 Effects of  on ()

Nb = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5
n= 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, a = 0.5,
M = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0
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 12 Effects of  on ()
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Nt = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5
n= 0.5, Pr = 1.0, Nb = 0.1, a = 0.5,
M = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0
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x
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qx

 13 Effects of  on ()

Nt = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3
n= 0.5, Pr = 1.0, Nb = 0.1, a = 0.5,
M = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0
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 14 Effects of  on ()

n = 0.0, 0.3, 0.6, 0.9
a = 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, M = 0.2,
Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0
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 15 Effects of  on ()
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a = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5
n= 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, M = 0.2,
Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0

2 4 6 8
x
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fx

 16 Effects of  on ()

M = 0.0, 0.2, 0.4, 0.6
n= 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, a = 0.5,
Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0

2 4 6 8
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

fx

 17 Effects of  on ()

Table: 2.2. Effects of ,  and  on Skin friction coefficients when  = 10 = Pr
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 = 01  = 02 = 

   −()
05

0.0 0.5 0.2 0.8892

0.2 0.9194

0.4 0.9826

0.0 0.8377

0.4 0.9400

0.6 0.9929

0.0 0.8487

0.4 1.0711

0.6 1.1666

Table: 2.3. Impacts of     and  on local Nusselt number () when  = 05

 = 04 Pr = 10

     − √


0.0 0.4 1.0 0.2 0.3 0.2898

0.2 0.3299

0.4 0.3704

0.0 0.5156

0.2 0.5049

0.4 0.4823

0.5 0.4074

1.2 0.3868

1.6 0.3824

0.1 0.4177

0.3 0.3648

0.4 0.3400

0.1 0.4051

0.2 0.3751

0.6 0.3175

Table: 4. Impacts of     and  on local Sherwood number when  = 05  = 04
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Pr = 10

     − √


0.0 0.4 1.0 0.2 0.3 0.4023

0.1 0.4025

0.2 0.4210

0.0 0.3981

0.2 0.4027

04 0.4173

0.6 0.2390

1.2 0.5435

1.6 0.6715

0.1 0.2904

0.3 0.5036

0.5 0.5454

0.2 0.3264

0.4 0.1133

0.6 0.0568

2.6 Final remarks

Main points of present study are as follows:

• Flatness of surface directly relates with mechanical properties of surface.

• Enhancement of Brownian motion parameter, shape parameter, thermophoresis parame-
ter and heat source parameter correspond to increase the temperature distribution while

opposite behaviour is seen for the variation of thickness parameter.
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Chapter 3

Simultaneous effects of melting heat

and non-Darcy porous medium in

MHD flow of nanofluid towards

variable thicked stretched surface

3.1 Introduction

This chapter discuses melting heat transfer and non-Darcy porous medium in MHD stagnation

point flow towards a nonlinear stretching sheet with variable thickness. Brownian motion and

thermophoresis effects are also accounted. The nonlinear dimensionless ordinary differential

equations are solved numerically with builtin shooting technique. Graphically results of vari-

ous physical parameters on velocity, temperature and concentration are studied. Skin friction

coefficient, local Nusselt number and Sherwood number are addressed through tabulated values.

3.2 Formulation

We consider steady two-dimensional MHD stagnation point flow of an incompressible viscous

nanofluid in a non-Darcy porous medium. The flow is induced due to stretching sheet at  =

(+)
1−
2 . The stretching sheet along x-axis has velocity  = (+) However the velocity
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of external flow is  = ( + ). Here   and  are the positive constants. Heat transfer

is studied through melting heat. the temperature of melting surface, while ∞ and ∞

correspond to the uniform temperature and concentration far away from the surface of the sheet

respectively. It is assumed that the effects of viscous dissipation and heat generation/absorption

are neglected. Under these assumptions and usual boundary layer approximation the governing

equations are,




+




= 0 (3.1)





+ 




= 




+ 

2

2
− 


2(− )− 


(− )− √


(2 − 2) (3.2)





+ 




= 

2

2
+ 

µ









+



∞
(



)2
¶
 (3.3)





+ 




= 

2

2
+



∞

µ
2

2

¶
 (3.4)

subjected boundary conditions are presented as follows:

( ) = () = (+ ) 



+



∞

µ




¶
= 0 and  =  at  = (+ )

1−
2 

(3.5)

 ( ) = () = (+ )  = ∞  = ∞ as  →∞ (3.6)

1(



) = [∗ + ( − 0)] at  = (+ )

1−
2  (3.7)

In the above equations  and  are the velocity component in the x and y-directions. Here

 the fluid density, ∗ the latent heat of fluid,  the kinematic viscosity,  the permeability

of porous medium,  the porosity,  the drag coefficient,  the thermophoretic diffusion

coefficient,  the Brownian diffusion coefficient,  the ratio between effective heat capacity

of nanoparticle and base fluid respectively,  the heat capacity of surface and  the melting

temperature.

38



3.3 Statement

Here we employ transformation procedure to reduce the above partial differential equations and

governing boundary conditions into the set of ordinary differential system;

 = 

q
(+1
2
)(

(+)−1


),  =
q
( 2
+1

)(+ )+1 (),

() = −
∞− , () =

−∞
∞

⎫⎬⎭ (3.8)

In above equation  reperesents the stream function, define by ( = 

and  = −


) as,

 = (+ )
0
(),  = −

r
(
+ 1

2
)(+ )−1[ () + 

− 1
+ 1


0
()] (3.9)

Now Eq. (1) is trivially satisfied while Eqs. (32)− (34) yield

 000 − ( 2
+1

)
³

0
´2
+ 

00 − ( 2
+1

)()2 ( 0 − )− ( 2
+1

)() ( 0 − )

−( 2
+1

)
¡
 02 − 2

¢
+ ( 2

+1
)2 = 0

⎫⎬⎭ (3.10)

Θ00 +Pr
³
Θ0 +Φ

0
Θ
0
+Θ

02
´
= 0 (3.11)

Φ
00
+PrΦ

0
+




Θ
00
= 0 (3.12)

 0 () = 1 Θ () = 0 Θ
0
() + Pr () + Pr (−1

+1
) = 0 Θ

0
() + Φ

0
() = 0


0
(∞) =  Θ(∞) = 1 Φ(∞) = 0

⎫⎬⎭
(3.13)

Here ( = 

q
1+
2



) represents the surface thickness parameter and  =  = (

q
1+
2




) the plate surface. We define  () = ( − ) = (), Θ() = ( − ) = () and Φ() =

( − ) = () then Eqs. (310)− (313) give;

 000 − ( 2
+1

)
³

0
´2
+ 

00 − ( 2
+1

)()2 ( 0 − )− ( 2
+1

)() ( 0 − )

−( 2
+1

)
¡
 02 − 2

¢
+ ( 2

+1
)2 = 0

⎫⎬⎭ (3.14)
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00 +Pr
³
0 +

0

0
+

02
´
= 0 (3.15)


00
+Pr

0
+





00
= 0 (3.16)

 0 (0) = 1  (0) = 0 
0
(0) + Pr (0) + Pr(−1

+1
) = 0 

0
(0) + 

0
(0) = 0


0
(∞) =  (∞) = 1 (∞) = 0

⎫⎬⎭
(3.17)

With

 =
(∞−)

∗+(−0)   = 
(+)−1   =

q


0

 =
(+)√


  = 


 Pr = 




 =
 (∞−)

∞   = ∞


  = 




in which  the shape parameter,  the inverse Darcy number,  the Hartman number, 

the local inertia coefficient parameter,  the stretching sheet parameter, Pr the Prandtl number,

 the Brownian motion parameter,  thermophoresis parameter,  the Lewis number, 

the melting parameter, and  the surface thickness parameter.

The skin friction coefficient ( ) and Nusselt number () are

 =


22
  =

(+ )

(∞ − )
 (3.18)

where the surface shear stress () and rate of heat transfer () define at the surface are

 = (



)
=(+)

1−
2
  = −(


)
=(+)

1−
2
 (3.19)

Now we have



√
Re = 2

r
+ 1

2
 00(0)

√
Re

= −
r

+ 1

2
0(0) (3.20)

with Re =
(+)+1


as the Reynolds number.
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3.4 Numerical procedure

The set of non-linear dimensionless ordinary differential system are solved numerically builtin

shooting technique.

3.5 Discussion

Here our intention is to predict the effects of shape parameter () inverse Darcy number (),

Hartman number (), local inertia coefficient parameter () stretching sheet parameter (),

Prandtl number (Pr), thermophoresis parameter (), Brownian motion parameter (), Lewis

number (), melting parameter () and surface thickness parameter () on the velocity  0()

temperature () and concentration () .

3.6 Dimensionless velocity profile

Mostly study depend on shape parameter  due to its significance because this parameter can

controls the surface shape, type of motion and deportment of the boundary layer. Here we

notice that the outer shape of surface depends upon the value of shape parameter (). For

 = 1 the study is reduced to flat surface. For   1 the study transformed to surface with

decreasing thickness and concave outer shape. However for   1 the study transformed to

surface with increasing thickness and convex outer shape. In addition this parameter controls

the type of motion such that for  = 0 the motion is reduced to linear with constant velocity. If

  1 then motion is reduced to deceleration case whereas   1 corresponds to the accelerated

motion. Characteristics of shape parameter () on velocity distribution  0() is shown in Fig.

1. The velocity increases for larger shape parameter(). Figs. 2 and 3 describe the influence

of thickness parameter  on  0() when   1 and   1. For   1 the velocity profile

decrease for larger . Physically it shows that stretching velocity decreases. It yields reduction

in velocity distribution. However for   1 the velocity profile increases for larger . Physically

stretching velocity enhances for larger . Here more deformation is produced in the fluid and

thus velocity distribution increases. Fig. 4 illustrates the velocity distribution for various values

of stretching sheet parameter. It is seen that velocity distribution enhances for larger stretching
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sheet parameter. Fig. 5 displays the velocity profile for larger values of melting parameter. Here

we noticed that the  0() and boundary layer thickness increase through melting parameter ().

Fig. 6 explains the effect of inverse Darcy number () on velocity profile  0(). It is observed

that an increase in value of () decays the velocity  0(). Fig. 7 gives the effect of velocity

profile for different values of Hartman number (). We observed that velocity profile reduces

with an enhancement in Hartman number. Fig. 8 indicates the impact of inertial coefficient

parameter() on  0(). Clearly it is seen that the velocity profile  0() reduces for larger value

of inertial coefficient parameter ().

3.7 Dimensionless temperature profile

The variation of Hartman number on temperature profile is shown in Fig. 9. We observe that

temperature is decreasing function of Hartman number (). Fig. 10 depicts that variation

of melting parameter () yield reduction in temperature. Fig. 11 gives the impacts of ()

on temperature distribution. Here we noticed that temperature profile reduces when  in-

creased. Fig. 12 corresponds to the effect of thermophoresis parameter () on (). Here

temperature is increasing function of . In fact an increase in  causes an enhancement

in the thermophoresis force which tends to move the nanoparticle from hot to cold area and

thus as a result temperature increases. Fig. 13 represents the temperature for higher values

of Prandtl number. Clearly () increases for larger Prandtl number (Pr). Fig. 14 shows the

temperature profile for larger values of (). There is decrease in () for larger .

3.8 Dimensionless concentration profile

Fig. 15 gives the effect of Lewis number on nanoparticle concentrations (). An increase

in the value of Lewis number shows low nanoparticle concentration. Lewis number depends

on Brownian diffusion coefficient. Increasing Lewis number leads to lower Brownian diffusion

coefficient which causes weaker nanoparticle concentration profile (). Fig. 16 represents the

effect of Prandtl number on nanoparticle concentrations (). Nanoparticle concentrations ()

is noted an increasing function of Prandtl number. The Brownian motion is random motion of

nanoparticles suspended in the fluid resulting due to fast moving atom or molecules in the fluid.
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Figs.17 and 18 represent the effects of Brownian diffusion coefficient () and thermophoresis

parameter () on nanoparticle concentration (). Clearly () near the surface decays when

 increases. However the variation of  on () away from the surface is opposite. Further

the impact of  on () is quite reverse to that of . Fig. 19 describes the effect of inverse

Darcy number () on concentration distribution. It is observed that concentration profile

enhances for larger . Fig. 20 shows the effect of () on concentration distribution. It is

observed that concentration profile increases via .

3.9 Dimensionless Skin friction coefficient () and Nusselt num-

ber ()

Table (3.1) provides the numerical values of dimensionless skin friction coefficient for distinct

values of physical parameter involved in velocity distribution. Here surface force increases for

larger values of   and  while skin friction coefficient decrease for larger  . Table

(3.2) shows that the Nusselt number () enhances for larger Pr , ,  and . On the

other hand the local Nusselt number decays for larger values of .

Nt = 0.4, Nb= 0.2, Pr = 1.0, M = 1.0

a = 0.2, l = 0.1, Le= 1.0, Ha = 0.2

Da = 0.4, b = 0.6

n= 0.0, 0.5, 1.0, 1.5

1 2 3 4
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f 'x

Fig. 1. Effect of  on  0()
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M = 0.1, Nb= 0.2, Nt = 0.3, Pr = 1.0
n= 0.5, l = 0.1, Le= 1.0, Ha = 0.2

Da = 0.3, b = 0.6

a = 0.0, 0.5, 1.0, 1.8

1 2 3 4
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f 'x

Fig. 2. Effect of  on  0() for  ≺ 1

M = 0.1, Nb= 0.2, Nt = 0.3, Pr = 1.0

n= 1.5, l = 0.1, Le= 1.0, Ha = 0.2
Da = 0.3, b = 0.6

a = 0.0, 0.5, 1.0, 1.8

1 2 3 4
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f 'x

Fig. 3. Effect of  on  0() for  Â 1

M = 0.1, Nb= 0.2, Nt = 0.3, Pr = 1.0
n= 0.5, a = 0.1, Le= 1.0, Ha = 0.2

Da = 0.2, b = 0.3
l = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3

1 2 3 4
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f 'x

Fig. 4. Effect of  on  0()
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a = 0.2, Nb= 0.2, Nt = 0.3, Pr = 1.0

n= 1.5, l = 0.1, Le= 1.0, Ha = 0.2
Da = 0.3, b = 0.6

M = 0.4, 0.8, 1.2, 1.6

1 2 3 4
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f 'x

Fig. 5. Effect of  on  0()

M = 0.1, Nb=0.2, Nt = 0.3, Pr = 1.0

n= 1.5, l = 0.1, Le= 1.0, Ha = 0.2

a = 0.2, b = 0.6

Da = 0.0, 0.1, 0.2 , 0.3

1 2 3 4
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f 'x

Fig. 6. Effect of  on  0()

M = 0.1, Nb= 0.2, Nt = 0.3, Pr = 1.0
n= 1.5, l = 0.1, Le= 1.0, a = 0.2

Da = 0.3, b = 0.6

Ha = 0.0, 0.3, 0.5, 0.7

1 2 3 4
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f 'x

Fig. 7. Effect of  on  0()
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M = 0.1, Nb = 0.2, Nt = 0.3, Pr = 1.0

n = 0.5, l = 0.1, Le = 1.0, a = 0.2

Ha = 0.2, Da = 0.3

b = 0.0, 0.5, 0.8, 1.2

1 2 3 4


0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f '

Fig. 8. Effect of  on  0()

M = 0.1, Nb= 0.2, Nt = 0.1,
Pr = 1.0 , n= 1.5, l = 0.2,
Le= 1.0, Da = 0.2, b = 0.3,

a = 0.2
Ha = 0.2, 0.5, 0.8, 1.0

1 2 3 4


0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

q

Fig. 9. Effect of  on ()

Da = 0.3, Nb= 0.2, Nt = 0.1,

Pr = 1.0 , n= 0.5, l = 0.2,
Le= 1.0, Ha = 0.2, b = 0.6,

a = 0.2

M = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3

1 2 3 4
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

qx

Fig. 10. Effect of  on ()
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M = 0.1, Nb= 0.2, Nt = 0.1,
Pr = 1.0 , n= 1.5, l = 0.2,
Le= 1.0, Ha = 0.2, b = 0.3,

a = 0.2
Da = 0.2, 0.5, 0.8, 1.0

1 2 3 4

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0.6

0.8

1.0

q

Fig. 11. Effect of  on ()

Da = 0.3, Nb= 0.2, M = 0.1,
Pr = 1.0 , n= 0.5, l = 0.2,
Le= 1.0, Ha = 0.2, b = 0.6,

a = 0.2
Nt = 0.1, 0.5, 1.0, 1.5

1 2 3 4
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

qx

Fig. 12. Effect of  on ()

Da = 0.3, Nb= 0.2, M = 0.1,
Nt = 0.3, n= 0.5, l = 0.2,

Le= 1.0, Ha = 0.2, b = 0.6,
a = 0.2

Pr = 1.0, 1.5, 2.0, 2.5

1 2 3 4
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

qx

Fig. 13. Effect of Pr on ()
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M = 0.1, Nb= 0.2, Nt = 0.1,

Pr = 1.0 , n= 0.5, l = 0.2,
Le= 1.0, Ha = 0.2, Da = 0.3,
a = 0.2
b = 0.0, 0.2, 0.4, 0.6

1 2 3 4

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0.4

0.6

0.8

1.0

q

Fig. 14. Effect of  on ()

n= 0.5, Nb= 0.2, Pr = 1.0,

Nt = 0.1, a = 0.2, l = 0.1,
M = 0.1, Ha = 0.2, Da = 0.3,
b = 0.6
Le= 0.0, 0.1, 0.2, 0.3
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x
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Fig. 15. Effect of  on ()

n = 0.5, Nb = 0.2, Da = 0.3,

a = 0.2, l = 0.1, M = 0.1, Ha = 0.2

Le = 1.0, b = 0.6, Nt = 0.1

Pr = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3
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x

0.2
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0.8
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Fig. 16. Effect of Pr on ()
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n= 0.5, Da = 0.2, Pr = 0.5, Nt = 0.1
a = 0.2, l = 0.1, M = 0.1, Ha = 0.2

Le= 1.0, b = 0.6
Nb= 0.1, 0.2, 0.3, 0.4

1 2 3 4
x
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1.0

1.5

fx

Fig. 17. Effect of  on ()

n= 0.5, Da = 0.3, Pr = 1.2, Nb= 0.2
a = 0.2, l = 0.1, M = 0.5, Ha = 0.2

Le= 1.2, b = 0.3
Nt = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4
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x

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

fx

Fig. 18. Effect of  on ()

n= 0.5, Nb= 0.2, Pr = 1.0, Nt = 0.1
a = 0.2, l = 0.1, M = 0.1, Ha = 0.2

Le= 1.0, b = 0.6
Da = 0.0, 0.3, 0.5, 0.7
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x
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Fig. 19. Effect of  on ()
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Nt = 0.1, Da =0.3, Pr = 1.2, Nb= 0.2
a = 0.2, l = 0.1, M = 0.5, Ha = 0.2

Le=1.2, b = 0.3
n= 0.0, 0.1, 0.2, 0.3

1 2 3 4
x
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Fig. 20. Effect of  on ()

Table 3.1. Impacts of    and  on skin friction coefficient, when Pr =1.0,

=0.5, =0.2, =0.3,  =0.1, =1.0.

     −

√
Re

0.0 0.3 0.6 0.2 0.1 1.8314

0.1 1.0868

0.2 1.0980

0.3 1.1164

1.0 1.6088

1.5 1.6877

2.0 1.7600

1.0 1.2092

2.0 1.5992

3.0 1.7615

0.0 1.0742

0.1 1.0860

0.2 1.0980

0.0 1.1217

0.1 1.0980

0.2 1.0077
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Table 3.2:Impacts of , Pr, , ,  and  on local Nusselt number when  = 01,

 = 05,  = 02,  = 02,  = 02.

 Pr     - √
Re

0.5 0.5322

1.0 0.4231

1.5 0.0479

1.0 0.5424

1.5 0.6992

2.0 0.8416

0.3 0.5542

0.5 0.5660

0.7 0.5777

0.0 0.5077

0.1 0.5250

0.2 0.5424

1.0 0.5424

2.0 0.5454

3.0 0.5472

0.0 0.5068

0.1 0.5239

0.2 0.5424

3.10 Conclusions

MHD stagnation point flow of nanofluid in a non-Darcy porous medium is studied numerically.

Melting heat transfer and variable thickness of surface are considered. Numerical simulation

witnesses the following findings.

• Velocity and temperature profiles reduce for larger values of inverse Darcy number.

• Concentration has opposite results for inverse Darcy number when compared with velocity
and temperature.
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• There is enhancement of velocity for melting parameter.

• Decay in temperature is noted for melting parameter  , Hartman number  and local

inertia coefficient parameter .

• Concentration reduces for Prandtl number.

• Impact of  on skin friction is opposite to that of Nusselt numbers.

52



Bibliography

[1] S.U. S. Choi, Z. G. Zhang, W. Yu, F. E. Lockwood and E. A. Grulke, Anomalously thermal

conductivity enhancement in nanotube suspensions, Appl. Phys. Lett. 79 (2001) 2252-2254.

[2] S.U. S. Choi and J. A. Eastman, Enhancing thermal conductivity of fluids with nanoparti-

cles: The Proceedings of the 1995 ASME International Mechanical Engineering Congress

and Exposition, San Francisco, USA, ASME, FED 231/MD, 66 (1995) 99-105.

[3] B.H. Salman, H.A. Mohammed and A.Sh. Kherbeet, Numerical and experimental investi-

gation of heat transfer enhancement in a microtube using nanofluids, Int. Commun. Heat

Mass Transfer 59 (2014) 88-100.

[4] E. B. Haghighi, A.T. Utomo, M. Ghanbarpour, A.I.T. Zavareh, H. Poth, R. Khodabandeh,

A. Pacek and B.E. Palm, Experimental study on convective heat transfer of nanofluids in

turbulent flow: Methods of comparison of their performance, Exp. Thermal Fluid Sci. 57

(2014) 378-387.

[5] J. Navas, A.S. Coronilla, E.I. Martin, M. Teruel, J.J. Gallardo, T. Aguilar, R.G. Villarejo,

R. Alcantara, C.F. Lorenzo, J.C. Pinero and J.M. Calleja, On the enhancement of heat

transfer fluid for concentrating solar power using Cu and Ni nanofluids: An experimental

and molecular dynamics study, Nano Energy 27 (2016) 213-224.

[6] W.H. Azmi, K.A. Hamid, R. Mamat, K.V. Sharma and M.S. Mohamad, Effects of working

temperature on thermo-physical properties and forced convection heat transfer of TiO2

nanofluids in water — Ethylene glycol mixture, Appl. Thermal Eng. 106 (2016) 1190-11997

53



[7] A. Naghash, S. Sattari and A. Rashidi, Experimental assessment of convective heat trans-

fer coefficient enhancement of nanofluids prepared from high surface area nanoporous

graphene, Int. Commun. Heat Mass Transfer 78 (2016) 127-134.

[8] A. Malvandi, A. Ghasemi, D.D. Ganji and I. Pop, Effects of nanoparticles migration on

heat transfer enhancement at film condensation of nanofluids over a vertical cylinder, Adv.

Powder Tech. (2016) DOI: 10.1016/j.apt.2016.06.025.

[9] W.A. Khan and I. Pop, Boundary-layer flow of a nanofluid past a stretching sheet, Int. J.

Heat Mass Transfer 53 (2010) 2477-2483.

[10] T. Hayat, M. Waqas, S.A. Shehzad and A. Alsaedi, On model of Burgers fluid subject to

magneto nanoparticles and convective conditions, J. Mol. Liq. 222 (2016) 181-187.

[11] M.J. Babu and N. Sandeep, 3D MHD slip flow of a nanofluid over a slendering stretching

sheet with thermophoresis and Brownian motion effects, J. Mol. Liq. 222 (2016) 1003-1009.

[12] B. Mahanthesh, B.J. Gireesha, R.S.R. Gorla, F.M. Abbasi and S.A. Shehzad, Numeri-

cal solutions for magnetohydrodynamic flow of nanofluid over a bidirectional non-linear

stretching surface with prescribed surface heat flux boundary, J.Magn.Magn. Mater. 417

(2016) 189-196.

[13] A.K. Pandy and M. Kumar, Natural convection and thermal radiation influence on

nanofluid flow over a stretching cylinder in a porous medium with viscous dissipation,

Alex. Eng. (2016) DOI: 10.1016/j.aej.2016.08.035.

[14] M. Khan, W.A. Khan and A.S. Alshomrani, Non-linear radiative flow of three-dimensional

Burgers nanofluid with new mass flux effect, Int. J. Heat Mass Transfer 101 (2016) 570-576.

[15] T. Hayat, S. Qayyum, A. Alsaedi and S.A. Shehzad, Nonlinear thermal radiation aspects

in stagnation point flow of tangent hyperbolic nanofluid with double diffusive convection,

J. Mol. Liq. 223 (2016) 969-978.

[16] R. Dhanai, P. Rana and L. Kumar, Multiple solutions of MHD boundary layer flow and

heat transfer behavior of nanofluids induced by a power-law stretching/shrinking permeable

sheet with viscous dissipation, Powder Tech. 273 (2015) 62-70.

54



[17] R.U. Haq, N.F.M. Noor and Z.H. Khan, Numerical simulation of water based magnetite

nanoparticles between two parallel disks, Adv. Powder Tech. 27 (2016) 1568-1575.

[18] W. Ibrahim and R.U. Haq, Magnetohydrodynamic (MHD) stagnation point flow of

nanofluid past a stretching sheet with convective boundary condition, J. Braz. Soci. Mech.

Sci. Eng. 38 (2016) 38 1155-1164.

[19] T. Hayat, T. Muhammad, S.A. Shehzad and A. Alsaedi, Simultaneous effects of magnetic

field and convective condition in three-dimensional flow of couple stress nanofluid with heat

generation/absorption, J. Braz. Soci. Mech. Sci. (2016) DOI: 10.1007/s40430-016-0632-5.

[20] B. Mahanthesh, B.J. Gireesha, R.S.R. Gorla, Nonlinear radiative heat transfer in MHD

three-dimensional flow of water based nanofluid over a non-linearly stretching sheet with

convective boundary condition, J. Nigerian Math. Soc. 35 (2016 178-198.

[21] H. Darcy, Les Fontaines Publiques De La Ville De Dijon, Victor Dalmont Paris (1856).

[22] P. Forchheimer, Wasserbewegung durch boden, Zeitschrift Ver D. Ing. 45 (1901) 1782-1788.

[23] M. Muskat, The Flow of Homogeneous Fluids through Porous Media, Edwards MI (1946).

[24] M.A. Seddeek, Influence of viscous dissipation and thermophoresis on Darcy-Forchheimer

mixed convection in a fluid saturated porous media, J. Coll. Interf. Sci. 293 (2006) 137-142.

[25] B.J. Gireesha, B. Mahanthesh, P.T. Manjunatha and R.S.R. Gorla, Numerical solution for

hydromagnetic boundary layer flow and heat transfer past a stretching surface embedded

in non-Darcy porous medium with fluid-particle suspension, J. Nigerian Math. Soc. 34

(2015) 267-285.

[26] S.A. Shehzad, F.M. Abbasi, T. Hayat and A. Alsaedi, Cattaneo-Christov heat flux model

for Darcy-Forchheimer flow of an Oldroyd-B fluid with variable conductivity and non-linear

convection, J. Mol. Liq. (2016) DOI: 10.1016/j.molliq.2016.09.109.

[27] M. Epstein and D.H. Cho, Melting heat transfer in steady laminar flow over a flat plate,

J. Heat Transfer, 98 (1976) 531-533.

55



[28] P.K. Kameswaran, K. Hemalatha and M.V.D.N.S. Madhavi, Melting effect on convective

heat transfer from a vertical plate embedded in a non-Darcy porous medium with variable

permeability, Adv. Powder Tech. (2016) 417-425.

[29] B.J. Gireesha, B. Mahanthesh, I.S. Shivakumara and K.M. Eshwarappa, Melting heat

transfer in boundary layer stagnation-point flow of nanofluid toward a stretching sheet

with induced magnetic field, Eng. Sci. Tech. An Int. J. 19 (2016) 313-321.

[30] T. Hayat, G. Bashir, M. Waqas and A. Alsaedi, MHD 2D flow of Williamson nanofluid

over a nonlinear variable thicked surface with melting heat transfer, J. Mol. Liq. 223 (2016)

836-844.

[31] T. Fang, J. Zhang and Y. Zhong, Boundary layer flow over a stretching sheet with variable

thickness, Appl. Math. Comput. 218(2012) 7241-7252.

[32] M. S. A. Wahed, E. M. A. Elbashbeshy and T. G. Emam, Flow and heat trasfer over

a moving surface with nonlinear velocity and variable thickness in a nanofluids in the

presence of Brownian motion, Appl. Math. Comput. 254(2015) 49-62.

[33] T. Hayat, M.I. Khan, A. Alsaedi and M.I. Khan, Homogeneous-heterogeneous reactions

and melting heat transfer effects in the MHD flow by a stretching surface with variable

thickness, J. Mol. Liq. 223 (2016) 960-968.

[34] T. Hayat, M.I. Khan, M. Farooq, A. Alsaedi, M. Waqas and T. Yasmeen, Impact of

Cattaneo-Christov heat flux model in flow of variable thermal conductivity fluid over a

variable thicked surface, Int. J. Heat Mass Transfer 99 (2016) 702-710.

[35] T. Hayat, M. Zubair, M. Ayub, M. Waqas and A. Alsaedi, Stagnation point flow towards

nonlinear stretching surface with Cattaneo-Christov heat flux, Eur. Phys. J. Plus (2016)

(in press).

[36] S. J. Liao, Homotopic analysis method in nonlinear differential equations, Springer Heidel-

berg, Germany (2012).

56



3/15/2017 Turnitin Originality Report

https://turnitin.com/newreport_printview.asp?eq=1&eb=1&esm=3&oid=784433381&sid=0&n=0&m=0&svr=322&r=79.25384925010167&lang=en_us 1/19

 
Similarity Index

17%
Internet Sources: 7%
Publications: 9%
Student Papers: 11%

Similarity by Source

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

Impact of Porous Medium in the Flow of
Nanofluid over a Variable Thicked Surface
by Faisal Shah

From Thesis (Thesis)

Processed on 15­Mar­2017 3:41 AM
PDT
ID: 784433381
Word Count: 10129

 Turnitin Originality Report

sources:

1% match (publications)
Hayat, T., Taseer Muhammad, S.A. Shehzad, and A. Alsaedi. "Modeling and analysis for
hydromagnetic three­dimensional flow of second grade nanofluid", Journal of Molecular

Liquids, 2016.

1% match (publications)
Abdel­wahed, M.S., E.M.A. Elbashbeshy, and T.G. Emam. "Flow and heat transfer over a
moving surface with non­linear velocity and variable thickness in a nanofluids in the presence

of Brownian motion", Applied Mathematics and Computation, 2015.

1% match (student papers from 02­Jan­2015)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2015­01­02

1% match (student papers from 28­Feb­2014)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2014­02­28

1% match (student papers from 31­Mar­2016)
Submitted to University Tun Hussein Onn Malaysia on 2016­03­31

1% match (student papers from 27­Mar­2014)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2014­03­27

< 1% match (student papers from 28­Feb­2016)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2016­02­28

< 1% match (student papers from 11­Feb­2015)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2015­02­11

< 1% match (student papers from 10­Jan­2017)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2017­01­10

< 1% match (publications)
International Journal of Numerical Methods for Heat & Fluid Flow, Volume 25, Issue 3
(2015)

< 1% match (student papers from 27­Jan­2015)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2015­01­27

< 1% match (student papers from 16­Dec­2014)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2014­12­16

< 1% match (student papers from 25­Oct­2013)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2013­10­25

< 1% match (student papers from 05­Nov­2016)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2016­11­05

< 1% match (student papers from 10­Nov­2012)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2012­11­10

< 1% match (Internet from 22­Feb­2014)
http://iisonline.org/files/uploads/2012/06/220_YAO­
Kitty_and_Tony_for_ShinIIS_Yi_Kitty_Yao_v2.pptx

< 1% match (Internet from 22­May­2014)
http://vsemnet.ru/cs/maps/scout_dust_jimy.bsp

< 1% match (publications)
Sandeep, Naramgari, Chalavadi Sulochana, and Animasaun Isaac Lare. "Stagnation­Point
Flow of a Jeffrey Nanofluid over a Stretching Surface with Induced Magnetic Field and

Chemical Reaction", International Journal of Engineering Research in Africa, 2015.

< 1% match (student papers from 06­Jun­2014)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2014­06­06

http://dx.doi.org/10.1016/j.molliq.2016.05.057
http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2014.12.087
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=493056489&perc=1
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=401234155&perc=1
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=610943019&perc=1
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=410243817&perc=1
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=637926816&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=504124950&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=757993229&perc=0
https://turnitin.com/viewEmerald.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=109424&key=d41d8cd98f00b204e9800998ecf8427e
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=498740053&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=490932048&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=365973829&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=732446145&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=283367572&perc=0
http://iisonline.org/files/uploads/2012/06/220_YAO-Kitty_and_Tony_for_ShinIIS_Yi_Kitty_Yao_v2.pptx
http://vsemnet.ru/cs/maps/scout_dust_jimy.bsp
http://dx.doi.org/10.4028/www.scientific.net/JERA.20.93
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=433110108&perc=0


3/15/2017 Turnitin Originality Report

https://turnitin.com/newreport_printview.asp?eq=1&eb=1&esm=3&oid=784433381&sid=0&n=0&m=0&svr=322&r=79.25384925010167&lang=en_us 2/19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

< 1% match (Internet from 18­Nov­2016)

http://doiserbia.nb.rs/(X(1)A(0_dRX0d10gEkAAAAM2NjNmNmNTItODc5Ni00YzJmLWFlY2EtZWFkYWJlY2M4ZmQ48­
Y6Gl9PqAaUI4DoGixCLK__wys1))/img/doi/0354­9836/2016%20OnLine­First/0354­
98361600218A.pdf

< 1% match (student papers from 15­May­2012)
Entregado a Higher Education Commission Pakistan el 2012­05­15

< 1% match (student papers from 08­Jun­2016)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2016­06­08

< 1% match (publications)
Hayat, Tasawar, Ikram Ullah, Taseer Muhammad, and Ahmed Alsaedi.
"Magnetohydrodynamic (MHD) three­dimensional flow of second grade nanofluid by a

convectively heated exponentially stretching surface", Journal of Molecular Liquids, 2016.

< 1% match (student papers from 17­Jul­2013)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2013­07­17

< 1% match (Internet from 18­Nov­2016)

http://doiserbia.nb.rs/(X(1)A(0_dRX0d10gEkAAAAM2NjNmNmNTItODc5Ni00YzJmLWFlY2EtZWFkYWJlY2M4ZmQ48­
Y6Gl9PqAaUI4DoGixCLK__wys1))/img/doi/0354­9836/2016%20OnLine­First/0354­
98361600001M.pdf

< 1% match (publications)
Rashidi, Mohammad Mehdi Ali, Mohamed Ros. "Heat and mass transfer for MHD
viscoelastic fluid flow over a vertical stretching sheet with conside", Mathematical Problems

in Engineering, Annual 2015 Issue

< 1% match (student papers from 14­Jul­2009)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2009­07­14

< 1% match (student papers from 01­Jul­2014)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2014­07­01

< 1% match (publications)
Imtiaz, Maria, Tasawar Hayat, Ahmed Alsaedi, and Bashir Ahmad. "Convective flow of
carbon nanotubes between rotating stretchable disks with thermal radiation effects",

International Journal of Heat and Mass Transfer, 2016.

< 1% match (publications)
Hayat, Tasawar, Arsalan Aziz, Taseer Muhammad, and Bashir Ahmad. "On
magnetohydrodynamic flow of second grade nanofluid over a nonlinear stretching sheet",

Journal of Magnetism and Magnetic Materials, 2016.

< 1% match (student papers from 18­May­2012)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2012­05­18

< 1% match (publications)
Kumar Ch., Kishore Bandari, Shankar. "Melting heat transfer in boundary layer stagnation­
point flow of a nanofluid towards a stretching­sh", Canadian Journal of Physics, Dec 2014

Issue

< 1% match (publications)
Rashidi, M.M. Momoniat, E. Ferdows, M. B. "Lie group solution for free convective flow of a
nanofluid past a chemically reacting horizontal pla", Mathematical Problems in Engineering,

Annual 2014 Issue

< 1% match (Internet from 06­Jan­2017)
http://www.internationalscienceindex.org/publications/9998473/mhd­non­newtonian­
nanofluid­flow­over­a­permeable­stretching­sheet­with­heat­generation­and­velocity­slip­

< 1% match (publications)
International Journal of Numerical Methods for Heat & Fluid Flow, Volume 24, Issue 2
(2014­03­28)

< 1% match (student papers from 01­Jan­2013)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2013­01­01

< 1% match (Internet from 25­Jun­2015)
http://journals.plos.org/plosone/article?id=10.1371/journal.pone.0061859

< 1% match (Internet from 12­Apr­2016)
http://banglajol.info/bd/index.php/JNAME/article/download/2654/3876

http://doiserbia.nb.rs/(X(1)A(0_dRX0d10gEkAAAAM2NjNmNmNTItODc5Ni00YzJmLWFlY2EtZWFkYWJlY2M4ZmQ48-Y6Gl9PqAaUI4DoGixCLK__wys1))/img/doi/0354-9836/2016%20OnLine-First/0354-98361600218A.pdf
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=249648122&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=682375252&perc=0
http://dx.doi.org/10.1016/j.molliq.2016.05.024
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=341102674&perc=0
http://doiserbia.nb.rs/(X(1)A(0_dRX0d10gEkAAAAM2NjNmNmNTItODc5Ni00YzJmLWFlY2EtZWFkYWJlY2M4ZmQ48-Y6Gl9PqAaUI4DoGixCLK__wys1))/img/doi/0354-9836/2016%20OnLine-First/0354-98361600001M.pdf
https://turnitin.com/viewGale.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=100972835&key=146a5b1213b3b00565d0fecc5919d949
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=101241028&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=437514196&perc=0
http://dx.doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2016.05.114
http://dx.doi.org/10.1016/j.jmmm.2016.02.017
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=250292448&perc=0
https://turnitin.com/viewGale.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=94584006&key=3f4cab81d48a4106105861e91638b3b6
https://turnitin.com/viewGale.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=91889440&key=a323e026af3bfc795c3c30904e59b2cb
http://www.internationalscienceindex.org/publications/9998473/mhd-non-newtonian-nanofluid-flow-over-a-permeable-stretching-sheet-with-heat-generation-and-velocity-slip-
https://turnitin.com/viewEmerald.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=105151&key=4c44076e75a03a99e825ee0ab8427c17
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=295472054&perc=0
http://journals.plos.org/plosone/article?id=10.1371/journal.pone.0061859
http://banglajol.info/bd/index.php/JNAME/article/download/2654/3876


3/15/2017 Turnitin Originality Report

https://turnitin.com/newreport_printview.asp?eq=1&eb=1&esm=3&oid=784433381&sid=0&n=0&m=0&svr=322&r=79.25384925010167&lang=en_us 3/19

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

http://banglajol.info/bd/index.php/JNAME/article/download/2654/3876

< 1% match (student papers from 06­Nov­2013)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2013­11­06

< 1% match (publications)
Waqas, M., T. Hayat, M. Farooq, S.A. Shehzad, and A. Alsaedi. "Cattaneo­Christov heat flux
model for flow of variable thermal conductivity generalized Burgers fluid", Journal of

Molecular Liquids, 2016.

< 1% match (student papers from 14­Dec­2013)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2013­12­14

< 1% match (student papers from 25­Nov­2013)
Submitted to National Tsing Hua University on 2013­11­25

< 1% match (student papers from 16­May­2012)
於2012­05­16提交至Higher Education Commission Pakistan

< 1% match (student papers from 23­Nov­2015)
Submitted to Queen Mary and Westfield College on 2015­11­23

< 1% match (student papers from 18­Apr­2012)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2012­04­18

< 1% match (student papers from 17­Aug­2015)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2015­08­17

< 1% match (Internet from 10­Feb­2014)
http://journal­enertech.eu/papers­archive/doc_download/104­paper­1­2013­110.html

< 1% match (publications)
Journal of Property Investment & Finance, Volume 30, Issue 4 (2012­07­14)

< 1% match (student papers from 13­Jun­2012)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2012­06­13

< 1% match (student papers from 31­Aug­2016)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2016­08­31

< 1% match (student papers from 06­Sep­2013)
Submitted to Imperial College of Science, Technology and Medicine on 2013­09­06

< 1% match (publications)
Dhanai, Ruchika, Puneet Rana, and Lokendra Kumar. "MHD mixed convection nanofluid
flow and heat transfer over an inclined cylinder due to velocity and thermal slip effects:

Buongiorno's model", Powder Technology, 2016.

< 1% match (student papers from 02­Sep­2014)
Submitted to Jawaharlal Nehru Technological University on 2014­09­02

< 1% match (Internet from 28­Sep­2015)
http://www.vkingpub.com/UploadFiles/2014­12/372/2014120809541439195.pdf

< 1% match (Internet from 01­Nov­2013)
http://permraion.ru/_res/fs/file11785.wmf

< 1% match (Internet from 14­Jan­2016)
http://center.stelab.nagoya­u.ac.jp/web1/cawses/2007/ob0058/kat2004/F4040804.KAT

< 1% match (Internet from 27­Jan­2013)
http://thermalscience.vinca.rs/pdfs/papers­2012/TSCI120410208M.pdf

< 1% match (publications)
Hayat, Tasawar, Muhammad Waqas, Muhammad Ijaz Khan, and Ahmed Alsaedi. "Analysis
of thixotropic nanomaterial in a doubly stratified medium considering magnetic field effects",

International Journal of Heat and Mass Transfer, 2016.

< 1% match (publications)
Engineering Computations, Volume 29, Issue 4 (2012­06­02)

< 1% match (Internet from 23­Nov­2016)
http://www.mdpi.com/2076­3417/6/11/346/pdf

https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=370163550&perc=0
http://dx.doi.org/10.1016/j.molliq.2016.04.086
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=383837067&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=376952907&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=249831711&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=48968167&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=243039672&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=561785559&perc=0
http://journal-enertech.eu/papers-archive/doc_download/104-paper-1-2013-110.html
https://turnitin.com/viewEmerald.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=87638&key=cd17a2d9db309da1d622be0eceaa4dd0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=254415940&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=699743800&perc=0
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=25816716&perc=0
http://dx.doi.org/10.1016/j.powtec.2015.11.004
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=448003479&perc=0
http://www.vkingpub.com/UploadFiles/2014-12/372/2014120809541439195.pdf
http://permraion.ru/_res/fs/file11785.wmf
http://center.stelab.nagoya-u.ac.jp/web1/cawses/2007/ob0058/kat2004/F4040804.KAT
http://thermalscience.vinca.rs/pdfs/papers-2012/TSCI120410208M.pdf
http://dx.doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2016.06.090
https://turnitin.com/viewEmerald.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=86652&key=7c63b418bdf61620eafc02a7cf8feffa
http://www.mdpi.com/2076-3417/6/11/346/pdf


3/15/2017 Turnitin Originality Report

https://turnitin.com/newreport_printview.asp?eq=1&eb=1&esm=3&oid=784433381&sid=0&n=0&m=0&svr=322&r=79.25384925010167&lang=en_us 4/19

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

< 1% match (Internet from 03­Jul­2015)
http://psasir.upm.edu.my/view/type/article.html

< 1% match (publications)
Aly, Emad H.. "Radiation and MHD boundary layer stagnation­point of nanofluid flow
towards a stretching sheet embed", Mathematical Problems in Engineering, Annual 2015

Issue

< 1% match (publications)
Engineering Computations, Volume 30, Issue 3 (2013­05­27)

< 1% match (Internet from 26­Dec­2014)
http://www.rspublication.com/ijeted/2014/MAY14/23.pdf

< 1% match (Internet from 10­Jan­2017)
http://thermalscience.vinca.rs/pdfs/papers­2016/TSCI151003284M.pdf

< 1% match (Internet from 15­May­2009)
http://hal.physast.uga.edu/~jss/1120L/data/RCJ/orionstars.fit

< 1% match (Internet from 17­Nov­2016)

http://doiserbia.nb.rs/(X(1)A(5qaPSkd10gEkAAAAZWQzYzU5M2EtY2I0NS00ZTFiLTlkZTMtYWFjYWNmMzI5ZDZklFApAexoCQeOtCqfpDM2q779iLQ1))/img/doi/0354­
9836/2013/0354­98361100119H.pdf

< 1% match (Internet from 25­Aug­2013)
http://static.wuog.org/live­in­the­lobby/edited/June2010/Live­in­the­Lobby­The­Border­
Lions­Mastered­06­08­2010.ovw

< 1% match (Internet from 01­Dec­2015)
http://ghalambaz.ir/wp­content/uploads/2015/10/Convection­in­Porous­Media­Springer­
New­York.pdf

< 1% match (Internet from 21­Jul­2016)
https://www.springerprofessional.de/en/dual­solutions­of­heat­and­mass­transfer­of­
nanofluid­over­a­str/5604388

< 1% match (Internet from 30­Jul­2016)
https://nanoconvergencejournal.springeropen.com/articles/10.1186/s40580­014­0020­8

< 1% match (Internet from 04­Oct­2016)
http://umpir.ump.edu.my/view/type/article.html

< 1% match (Internet from 04­Feb­2015)
http://www.diva­portal.org/smash/get/diva2:783166/FULLTEXT02.pdf

< 1% match (Internet from 19­Feb­2017)
http://www.dtic.mil/dtic/tr/fulltext/u2/a248206.pdf

< 1% match (student papers from 25­Dec­2016)
Submitted to Higher Education Commission Pakistan on 2016­12­25

< 1% match (publications)
Hayat, T., M. Ijaz Khan, M. Farooq, A. Alsaedi, M. Waqas, and Tabassam Yasmeen. "Impact
of Cattaneo–Christov heat flux model in flow of variable thermal conductivity fluid over a

variable thicked surface", International Journal of Heat and Mass Transfer, 2016.

< 1% match (publications)
International Journal of Numerical Methods for Heat & Fluid Flow, Volume 21, Issue 7
(2011­10­01)

< 1% match (publications)
Khan, Masood, and Waqar Azeem Khan. "Three­dimensional flow and heat transfer to
burgers fluid using Cattaneo­Christov heat flux model", Journal of Molecular Liquids, 2016.

< 1% match (publications)
Waqas, Muhammad, Muhammad Farooq, Muhammad Ijaz Khan, Ahmed Alsaedi, Tasawar
Hayat, and Tabassum Yasmeen. "Magnetohydrodynamic (MHD) mixed convection flow of

micropolar liquid due to nonlinear stretched sheet with convective condition", International Journal
of Heat and Mass Transfer, 2016.

< 1% match (publications)
Khan, Junaid Ahmad Mustafa, M. Hayat, T.. "Numerical study on three­dimensional flow of
nanofluid past a convectively heated exponentially stre", Canadian Journal of Physics, Oct

2015 Issue

paper text:

http://psasir.upm.edu.my/view/type/article.html
https://turnitin.com/viewGale.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=100828072&key=51cad14d361f486a3c5ac7624d8e0fcd
https://turnitin.com/viewEmerald.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=99569&key=d2c5193338bac6b1dac0056f480ba1d0
http://www.rspublication.com/ijeted/2014/MAY14/23.pdf
http://thermalscience.vinca.rs/pdfs/papers-2016/TSCI151003284M.pdf
http://hal.physast.uga.edu/~jss/1120L/data/RCJ/orionstars.fit
http://doiserbia.nb.rs/(X(1)A(5qaPSkd10gEkAAAAZWQzYzU5M2EtY2I0NS00ZTFiLTlkZTMtYWFjYWNmMzI5ZDZklFApAexoCQeOtCqfpDM2q779iLQ1))/img/doi/0354-9836/2013/0354-98361100119H.pdf
http://static.wuog.org/live-in-the-lobby/edited/June2010/Live-in-the-Lobby-The-Border-Lions-Mastered-06-08-2010.ovw
http://ghalambaz.ir/wp-content/uploads/2015/10/Convection-in-Porous-Media-Springer-New-York.pdf
https://www.springerprofessional.de/en/dual-solutions-of-heat-and-mass-transfer-of-nanofluid-over-a-str/5604388
https://nanoconvergencejournal.springeropen.com/articles/10.1186/s40580-014-0020-8
http://umpir.ump.edu.my/view/type/article.html
http://www.diva-portal.org/smash/get/diva2:783166/FULLTEXT02.pdf
http://www.dtic.mil/dtic/tr/fulltext/u2/a248206.pdf
https://turnitin.com/paperInfo.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=756025985&perc=0
http://dx.doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2016.04.016
https://turnitin.com/viewEmerald.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=81668&key=f38d59298951dd3e51840d0046844266
http://dx.doi.org/10.1016/j.molliq.2016.06.041
http://dx.doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2016.05.142
https://turnitin.com/viewGale.asp?r=66.6745741412239&svr=333&lang=en_us&oid=102609015&key=b4dd1ccf0705e6c2e56f498bad321007


3/15/2017 Turnitin Originality Report

https://turnitin.com/newreport_printview.asp?eq=1&eb=1&esm=3&oid=784433381&sid=0&n=0&m=0&svr=322&r=79.25384925010167&lang=en_us 5/19

paper text:
Contents 1 Basic definitions and equations 1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . 1.2 Some concepts about fluid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

461.2.1 Fluid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.2.2 Fluid
mechanics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.2.3 Types of flow

system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.2.4 Body force . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. 1.2.5 Inertial forces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.2.6 Surface force . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . 1.2.7

27Shear stress . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.2. 8 Normal stress . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.2. 9 Viscosity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . 1.2.

10 Kinematic viscosity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.2.11 Flow types . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . 1.2.12 Newton’s law of viscosity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.2.13 Newtonian
fluids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.2.14 Non­Newtonian fluids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . 1.3 Mechanisms of

51heat transfer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.3.1 Conduction . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.3.2 Convection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 1.3.

3 Types of convection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.3.4 Radiation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . 4 4 4 4 4 5 5 5 5 5 6 6 6 6 7 7 7 8 8 8 8 9 1.4 Some concepts about heat . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.4.1 Heat source/sink . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.4.2 Thermal
conductivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.4.3 Thermal diffusivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . 10 1.4.4 Specific heat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.4.5 Newton’s law of
heating . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.4.6 Fourier’s law of heat conduction . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . 11 1.5 1.6 Porous medium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.5.1 Porosity . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 Dimensionless parameters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. .

811 1. 6 .1 Prandtl number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1. 6 .2 Lewis
number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1. 6 .3 Hartman number . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1. 6 .4 Brownian motion parameter . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . 12 1. 6 .5 Thermophoresis parameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . 13 1.

6.6 Skin friction coefficient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.6.7 Nusselt number . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.6.8 Sherwood number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.6.9
Reynolds number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.7 Fundamental laws . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.7

6.1 Mass conservation law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1. 7 .2
Momentum conservation law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1. 7 .3 Energy
conservation law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.

7.4 Concentration law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.8 Solution method . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.8.1 Homotopic technique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2 Flow
due to

20moving surface with non­linear velocity and variable thickness

18 2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 2.2 Statement . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 2.3 Solution methodology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2

39.3.1 Zeroth­order statement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 2.3.2 ?ˆth­
order statement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24 2.4 HAM solution . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.4.1 Convergence

analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.5 Results and discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . 28 2.6 Final remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 3 Simultaneous
effects of melting heat and non­Darcy porous medium in MHD flow of nanofluid towards variable thicked
stretched surface 37 3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 3.2 Formulation
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 3.3 Statement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 39 3.4 Numerical procedure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 3.5 Discussion . . . .

javascript:openDSC(561785559, 1, '95778');
javascript:openDSC(101241028, 1, '93823');
javascript:openDSC(25816716, 2, '91352');
javascript:openDSC(504124950, 1, '88327');
javascript:openDSC(410243817, 1, '79776');
javascript:openDSC(3540546517, 2474, '64584');
javascript:openDSC(370163550, 1, '81750');


3/15/2017 Turnitin Originality Report

https://turnitin.com/newreport_printview.asp?eq=1&eb=1&esm=3&oid=784433381&sid=0&n=0&m=0&svr=322&r=79.25384925010167&lang=en_us 6/19

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 3.6 Dimensionless velocity profile . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . 41 3.7 Dimensionless temperature profile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 3.8
Dimensionless concentration profile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 3.9 Dimensionless Skin friction
coefficient (?? ) and Nusselt number (? ?) . . . . . . 43 3.10 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . 51 Chapter 1 Basic definitions and equations 1.1 Introduction This chapter has been
arranged through some definitions and equations which are useful for the next two chapters. 1.2 Some
concepts about fluid 1.2.1 Fluid A material which continuously deforms

15under the action of applied shear stress is called fluid. 1. 2 .2 Fluid mechanics
The branch of engineering dealing with the fluids either at rest or

in motion. Some common engineering fluids are air (a gas), steam (a vapor) and water (a liquid).

27Fluid mechanics can be divided into two categories: 1. The study of fluids at
rest

is related to hydrostatics. 2. The study of fluids in motion is related to hydrodynamics. 1.2.3 Types of flow
system Internal flow system Fluid flows surrounded by closed boundaries or surfaces are termed as
internal flow systems. i.e flow through pipes, valves, ducts, or open channels etc. External flow system
Flows having no specific boundaries are termed as external flows. Flow around aeroplane wings,
automobiles, buildings or ocean water through which ships, submarines and torpedoes move/sail. Internal
and external flow systems may be laminar, turbulent, compressible or incompress­ ible. 1.2.4 Body force A
force acting throughout the volume of a body without any physical contact. For example gravity,
electromagnetic forces etc. 1.2.5 Inertial forces A force which resists a change in state of an object. 1.2.6
Surface force A force that acts across an internal or external element in a body through direct physical
contact. Pressure and shear forces are examples of surface force. 1.2.7 Shear stress It is the stress
component coplanar with the cross sectional area of a material. The internal forces that adjoining particles
of a continuous material exert on each other is called shear stress. It is denoted by a Greek letter ?. 1.2.8
Normal stress The component of the stress normal to cross section of a material is called normal stress. It
is denoted by ?. 1.2.9 Viscosity Viscosity of fluid is the measure of its internal resistance to deformation
caused by tensile or shear stress. A fluid having no resistance to shear stress is called ideal or inviscid.
Super fluids have zero viscosity. Viscosity depends on composition and temperature of a fluid. It is also
called dynamic/absolute viscosity. It is denoted by ? and is given by ? = ????? ?????? ????? ?????? ?
(1.1) Viscosity is measured in ???????? and is having dimensions of ? ? (1.2) ∙ ?? ¸ 1.2.10

12Kinematic viscosity The proportion of absolute viscosity to density of fluid is
recognized as kinematic viscosity. It is given by

? = ? ? ? It is measured in ?2? sec. It is having dimensions of (1.3) ?2 ? ∙ ? ¸ (1.4) 1.2.11 Flow types 1)
Laminar flow The flow pattern in which fluid flows in parallel smooth layers with no crossing over between
the layers. Smoke rising from a cigarette to the first few centimeters in surrounding shows a clear picture
of laminar flow. 2) Turbulent flow Turbulent flow is a less orderly flow regime, characterizes the pattern of
the flow in which the fluid particles have no specific paths or trajectories. Break up of rising smoke into
random and haphazard motion represents turbulent flow. 1.2.12 Newton’s law of viscosity It states that ?
?? ∝ ?? ?? ? (1.5) ?? ? ?? = ? ?? ? (1.6) in which ? is the absolute viscosity. 1.2.13

24Newtonian fluids Those fluids which obey Newton’s law of viscosity are
termed as Newtonian fluids. Water, air and gases are Newtonian fluids. 1. 2.14
Non­Newtonian fluids Those fluids for which does not

hold

25Newton’s law of viscosity are termed as non­Newtonian

or we can say that those fluid in which shear stress is non­linearly proportional to shear strain. Since
viscosity depends upon nature of the fluids so for such fluids viscosity remains no more constant and it
becomes a function of applied shear stress. Examples of such fluids consist of honey, toothpaste, ketchup,
paint etc. Mathematically ? ?? ∝ ?? ? ?? ? ? =6 1 (1.7) µ ?? ¶ ? ?? = ? ?? ? (1.8) µ ?? ?−1 ¶ ? = ? ?? ?
(1.9) µ ¶ Here ? represents the

15apparent viscosity? ? flow behavior index and ? consistency index. . Non­
Newtonian fluids are

divides into three types; 1. Rate type fluids. 2. Integral type fluids. 3. Differential type fluids. 1.3
Mechanisms of heat transfer Heat transfer occurs from region of higher kinetic energy towards the region
of lower kinetic energy or simply from hotter to colder regions. Temperature difference in between the two
regions is the main reason for heat transfer. Heat transfer from one place to another by different
processes, depending upon the nature of material under consideration. 1.3.1 Conduction Particles are in
constant motion. During motion of the particles, collisions occur, which result in the exchange of kinetic
energies. So the process of heat transfer from one place to another due to collision of molecules/particles
is called conduction. Such type of heat transfer is observed in solids e.g. heated rod at one end, here no
material flow occurs physically. 1.3.2 Convection It is the process of heat transfer during which particles
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having more kinetic energies replace the particles with less kinetic energies. The transfer of heat occurs

due to random Brownian motion of individual particles from hotter to colder region and this process is
known as convection. 1.3.3 Types of convection Natural convection The transfer of heat that occurs only
due to temperature difference is called natural convection. Dense particles of fluid fall, while lighter
particles rise, resulting the bulk motion of fluids. Natural convection can only occurs in the presence of
gravitational force. 8 Forced convection To increase the rate of heat exchange, fluid motion is generated
by external surface forces such as fan, pump etc. Force convection is more efficient than natural
convection. Mixed convection The process in which heat transfer occurs due to both natural and forced
convection is termed as mixed convection. 1.3.4 Radiation The transmission of heat energy in the form of
electromagnetic waves with or without any medium is termed as radiation. Examples are fire, sunlight and
very hot objects etc. 1.4 Some concepts about heat 1.4.1 Heat source/sink Any object which produces and
emits heat is termed as a heat source and any object that dissipates heat is termed as a heat sink.
Nuclear reactors, sun, fire and electric heaters are heat sources while semiconductors, light emitting
diodes, fans and solar cells are examples of heat sink. 1.4.2 Thermal conductivity Therm means heat and
conduction is transfer by collision of molecules. So it is measure of the ability of material to transmit heat
from one place to another. Or

8it can also be characterized as the heat transfer through a unit thickness of a

substance in a direction perpendicular to surface area due to unit temperature gradient. It is denoted by ?
and is given by ? = ?∆? ?? ? (1.10) where ? denotes heat flow in a unit time, ? is area of cross section and
∆? denotes change in temperature. In SI system thermal conductivity is measured in ?????, having
dimensions of ? ? ? 3? ? (1.11) ∙ ¸ 1.4.3 Thermal diffusivity

49It is measure of the capacity of a material to conduct heat energy with

respect to its capacity to store heat energy. Thermal diffusivity is measured in ?2? sec? denoted by ? and
is given by ? = ? ? (1.12) ??? where ? is

73thermal conductivity, ?? is specific heat and ? is density. Thermal diffusivity
measures the

property of a material for unsteady heat conduction. This illustrate how rapidly a substance responds to
change in temperature. 1.4.4 Specific heat It is an extensive property of a material defined as the amount
of heat energy required to enhance temperature of the material by 10?? It is measured in ?? ? having the
dimensions of ?2? ? (1.13) ∙ ? 2? ¸ 1.4.5 Newton’s law of heating The

44rate of heat loss of a body is directly related to temperature difference
between the body and

its surrounding. 1.4.6 Fourier’s law of

78heat conduction It is defined as the rate of heat

conduction through a homogeneous material is directly propor­ tional to negative gradient of temperature.
Mathematically ? ∝ −∆? ? ? = −?∆? ? (1.14) (1.15) ? is heat flux density, which is the amount of energy
flow through a unit area per unit time. ? is measured in ??2 , ? is material’s thermal conductivity and ∆? is
temperature gradient. 1.5

31Porous medium A substance which is composed of a solid matrix with
interrelated pores is called a porous medium. These pores permit the flow of fluids
through the material.

The appropriation of pores is unpredictable in nature. The examples of porous medium comprises beach
sand, human lungs, rye bread and wood, act. 1.5.1 Porosity By

21porosity ? of a porous medium we mean the part of the associated void area
to the total area of the

substance. It means that 1 − ?

21is the fraction that solid area involves the material.

1.6 Dimensionless parameters 1.6.1 Prandtl number Conduction and convection occur in fluids. For the
process of heat transfer, temperature difference is the main cause. Rate of conduction and convection
vary in different fluids. Prandtl number is used to determine the domination of either conduction or
convection.

22It is defined as the ratio of momentum to thermal diffusion rate. It is denoted by
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Pr and given by Pr = ? ? ? (1.16) where ? is kinematic viscosity and ? is thermal diffusion rate. For many
gases over a vast range of temperature and pressure, Pr is approximately treated as constant. 1.6.2

12Lewis number It is defined as the ratio of thermal diffusivity to Brownian
diffusivity. Mathematically, it can be written as ?? = Brownian diffusivity ?? thermal
diffusivity

= ? (1.17) Note that in above expression ? signifies the thermal diffusivity and ?? represents the Brownian
diffusivity. 1.6.3 Hartman number A dimensionless parameter used to determine relative importance of
drag force resulting from magnetic and viscous forces. It is expressed as the ratio of magnetic to viscous
forces given by ???????? ?????? ? ? = ??????? ?????? = ?0? ? ? (1.18) r where ?0 shows
characteristic value of magnetic induction, ? is characteristic length and ? is dynamic viscosity coefficient.
1.6.4 Brownian motion parameter The haphazard movement of suspended nanoparticles in a base fluid is
called as Brownian motion. Mathematically ??? ?? = ? (?? − ?∞)? where ? the

43ratio of nanoparticles effective heat capacity and fluid heat capacity, ?? the
brownian diffusion coefficient, ? the kinematic viscosity and ?? and ?∞ the surface
and ambient concentration

respectivelly. 1.6.5 Thermophoresis parameter Thermophoresis is the phenomenon in which the influence
of temperature gradient results in a diffusion of particles is called as thermophoresis. Mathematically ??=
????∞?(??−?∞)? (1.19) where ?? is the thermophoretic diffusion coefficient and ?? represents the wall
temperature, ?∞ stands for ambient fluid temperature. 1.6.6

11Skin friction coefficient When fluid is passing across a surface then definite
amount of drag arises which is

termed as skin friction. Mathematically it is stated as ?? = 12 ???2 ? ? ? (1.20) where ?? ?? = ? µ ??¶?=?
(?+?)1−2? ? (1.21) in above relation ? ? represents the shear stress at the surface, ?? stands for velocity
and ? denotes the fluid density. 1.6.7

41Nusselt number The nondimensional quantity which denotes the convective to
conductive heat transfer ratio is known as Nusselt number

(? ?). In mathematical form one can write ? ? = ??? ? (1.22) ?(?? − ?∞) where ?? ?? = −? µ ?? ¶?=?(?
+?)1−2? ? (1.23) where ?? denotes the wall heat flux, ?? represents the wall temperature, ?∞ stands for
ambient fluid temperature and ? represents the thermal conductivity 1.6.8 Sherwood

22number It is defined as the ratio of the convective mass transfer to the rate of

diffusive mass transport. Mathematically ?? = (? + ?)?? ??(?? − ?∞) ? (1.24) where ?? = −?? ?? ?? ¶?=?
(?+?)1−2? ? (1.25) µ where ?? the mass flux. 1.6.9 Reynolds number A dimensionless parameter used to
predict flow pattern for various fluid flow circumstances. It measures the ratio of inertial to viscous forces
and

63relative importance of the two forces for given flow conditions.

It is denoted by Re named after Osborne Reynolds, and is given as Re = ???????? ????? ???????
????? ? (1.26) Re = ??? ?? ? = ? ? (1.27) ? is maximum velocity, ? is length of geometry. For low
Reynolds number, viscous

10forces are more dominant than inertial forces, laminar flow

occurs which characterizes a constant and smooth fluid motion. Similarly, for higher Reynolds number,
inertial

10forces are more dominant than viscous forces, hence turbulent flow

occurs. 1.7 Fundamental laws 1.7.1 Mass conservation law It states that the total mass in any closed
system will remain constant. Mathematically ?? ?? + ?∇?V = 0? (1.28) or ?? ?? + (V?∇) ? + ?∇?V = 0? or
?? ?? + ∇? (?V) = 0? (1.29) (1.30) The above expression represents the continuity equation. Here ?
stands for fluid density and V depicts the velocity profile. Due to steady state flow Eq. (1?30) takes the
following form ∇? (?V) = 0? (1.31) and if the fluid is incompressible then above equation takes the
following form ∇?V = 0? (1.32) 1.7.2 Momentum conservation law This law states that the total momentum
of a closed system is conserved. General form of this law is given below ? ?V ?? = ∇?τ +?b? (1.33) Here
inertial, surface and body forces are indicated by the terms ? ??V? , ∇?τ and ?b respectively. 1.7.3 Energy
conservation law The energy equation for nanofluid can be written as ???????? =τ?L+?∇2?+???? ??∇??
∇?+?? ? ∇? ?∇? ? (1.34) µ ∞ ¶ where ?? stands for base fluid density, ?? represents the specific heat of
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base fluid, ? stands for temperature, τ represents the stress tensor, L stands for rate of strain tensor, ?
denotes the thermal conductivity, ?? depicts the density of nanoparticles, ?? denotes the thermophoretic
diffusion coefficient and ?? stands for Brownian diffusion coefficient. 1.7.4 Concentration law The
concentration equation for nanofluid can be written as ???? = ??∇2? + ??∞? ∇2? (1.35) where ? stands
for nanoparticles concentration, ?? represents the Brownian diffusion co­ efficient, ?? stands for
thermophoretic coefficient and ? depicts the temperature. 1.8 Solution method 1.8.1 Homotopic technique
HAM technique is one of the best and simplest techniques for obtaining convergent series solution for
weakly as well as strongly non­linear equations. This method uses the concept of homotopy from

45topology. Two functions are homotopic if one function continuously deforms
into other function, e.g. ?1(?) and

?2(?) are two functions and ? ∗ is a continuous mapping, then ? ∗ : ? × [0? 1] → ? (1.36) such that ? ∗(??
0) = ?1(?) (1.37) ? ∗(?? 1) = ?2(?) (1.38) Liao in 2012 [36] used the homotopic technique for obtaining
convergent series solution. HAM distinguishes itself from other techniques in the following ways: 1. It is
independent of small/large parameter. 2. Convergent solution is guaranteed. 3. Freedom for the choice of
base functions and linear operators.

11Consider a non­linear differential equation N [?(?)] = 0? where N represents
non­linear operator, and ?(?) is the unknown function.

Using parameter ? ∈ [0? 1]? a system of equations is constructed. (1 − ?) L [? (?; ?) − ?0 (?; ?)] = ?~N ?
(?; ?) ? (1.39) (1.40) where L is linear operator, ? is embedding parameter and ~ is convergence
parameter. By b b putting value of ? from 0 to 1, unknown function gets the value from ?0(?) to ?(?). ?−1
? (?; ?) = ?0 (?) + ?? (?) ??? 1 ??? (?; ?) X?=0 ?? (?) = ?! ??? |?=0 b for ? = 1 we get b ∞ ? (?) = ?0 (?) +
?? (?) ? ?X=1 For mth order problems we have L? [?? (?) − ????−1 (?)] = ~?R?? (?) ? R?? (?) = (? − 1)!
1 ??N?? (?; ?) ??? |?=0 ?? = 0? ⎨ ⎧ 1? ⎩ b ?≤1 ? ??1 (1.41) (1.42) (1.43) (1.44) (1.45) Chapter 2 Flow
due to

20moving surface with non­linear velocity and variable thickness

2.1 Introduction This chapter reports the development of homotopy solution for steady flow of an
incompress­ ible viscous nanofluid. Flow due to non­linear stretching surface subject to variable thickness
analyzed. This paper is detailed review study of work by wahed et al. [32] Nonuniform heat generation ?
(?) and nonuniform transverse magnetic field ?(?) are considered.

29Appropriate transformations reduce the partial differential systems into the
ordinary differential systems. The resulting systems are

solved by homotopy technique. The results for

26velocity, temperature and concentration are established and discussed 2. 2
Statement Consider steady laminar two­dimensional

incompressible viscous material over a an imperme­ able stretched sheet with variable thickness. Sheet is
stretched with a velocity ?? = ? (? + ?)?. Thickness of the sheet is taken variable, i.e ? = ? (? + ?) 2 . We
assume coefficient ? so small 1−? that the surface is sufficiently thin. The problem is considered for ? 6=
1. The velocity field of the present flow problem is given by

4V = (u(x? y)? v(x? y)? 0)? (2. 1) Here u and v are the velocities components in x
and y directions. The Cauchy stress tensor for viscous incompressible fluid is
defined by τ = −? I+? A1? (2.

2) In Eq. (2?2), ? denotes

19the pressure, I represents the identity tensor and A1 the Rivlin Ericksen tensor
which is expressed as A1 = grad V + (grad V)?

? (2.3) in which

19?u ?x grad V = ⎡ ??vx ⎢ 0 ⎣ ?u ?x (grad V)? = ⎡ ??uy

⎢ 0 Thus we have from ???(2

40?3), ⎣ ?u ?y ?v ?y 0 ?v ?x ?v
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4?y 0 0 0 ⎤? 0 ⎥ ⎦ 0 0 ⎤? 0 ⎥ ⎦ 2 ??ux ??vx + ??uy 0 A1=⎡ ??vx + ?u ?y 2??vy 0 ⎤? ⎢
0 0 0

⎥ The governing equations for an incompressible nanofluid are given by ⎣ ⎦ (2.4) (2.5) (2.6) ∇?V = 0? ? ??
??¯ = div τ +? × ?? (??)? ???? = ?∇2? +(??)? ∇? ?∇? ∙ ??∇?∇?+?? ?∞ +?(?)(? −?∞)? ¸ ???? =??∇2?+??
∞?∇2?? Using the boundary layer approximation the above equations become ?? ?? ?? ?? = 0? + ? ?? ??
?2? ??2(?) ?? + ? ?? = ? ??2 + ? ?? ? ?? ?? ?2? ?? ?? ?? ?? ?? + ? ?? = ? ?? + ? ?? ?? ?? ?∞ ?? + ( + ?
(?) ∙ ??? (? − ?∞)? ? ???? + ? ???? = ?? ??2??2 ??∞? ( ??2??2 + )? (2.7) (2.8) (2.9) (2.10) (2.11) (2.12)
(2.13) with boundary conditions ? = ??? ? = 0? ? = ??? ? = ??? at ? = ?(? + ?)1−2? (2.14) ? = 0? ? = ?∞?
? = ?∞ as ? → ∞?

42In the above expressions ? and ? are velocity components in ? and ?
directions respectively, ? the kinematic viscosity, ? the

electrical conductivity, ?(?) = ?0(? + ?) 1−2?

2the strength of magnetic field, ?? the base fluid density, ?? the

density of nanoparticles, ?(?) = ?0(? + ?)?−1 the heat generation, ?

38the temperature of fluid, ?∞ the temperature above the boundary layer, ??
temperature of surface, ? the

60effective heat capacity and heat capacity of nanoparticle and base fluid
respectivelly, ? the

thermal diffusion, ? the nanoparticles concentration, ?? the

37Brownian motion coefficient and ?? the thermophoretic diffusion coefficient.
Using the

following similarity transformations ?= (? + 1)? (? + ?)?−1 s 2?? (? + ?)?+1 2? ?? ?(?? ?) = s ? + 1 ? (?) ?
??(?) = ?(? + ?)?? ?(?) = ???−−??∞∞ ? ?(?) = ???−−??∞∞ ? and expressing ? and ? in terms of stream
function ?(?? ?) we have: ?? ?? ? = ?? ? ? = − ?? ? We adopt ?=?(?+?)??0(?)? ?=− (?+1)??(?+?)?−1 s 2
?(?)+? ?−1?0(?) ? µ ?+1 ¶ (2.15) (2.16) (2.17) where ? and ? are constant, ? the similarity variable and ?
the stream function. Using the above equations, conservation law of mass is satisfied and the resulting
equations (2?11) − (2?14) are as follows ? 000 + ? ? 00 − ( 2? )? 02 − ( 2 )? ? 0 = 0? ? + 1 ? + 1 (2.18) 1
Θ00 + ? Θ0 + ( 2 )?Θ + ? ?Θ0Φ0 + ? ?Θ02 = 0? Pr ? + 1 (2.19) Φ00 + Pr ??? Φ0 + ( ? ? )Θ00 = 0? (2.20)
?? with associated boundary conditions by ?(?)=?(11−+??)? ?0(?)=1? Θ(?)=1? Φ(?)=1? ?0(∞)=0?
Θ(∞)=0? Φ(∞)=0? (2.21) Here prime denote differentiation with respect to (?)? For converting the domain
from [?? ∞) to [0? ∞), we use another transformation. Where ? = ? 1+2? ?? is the surface thickness
parameter and ? = ? = ? 1+2??? indicates the plate surfaceq.We defined ?(?) = ?(?−?) = ?(?)? Θ(?)=?(?
−?)=q?(?)andΦ(?)=?(?−?)=?(?)?thereforethesimilarityEqs. (2?18)−(2?20) and the associated boundary
condition (2?21) becomes ?000 + ??00 − ( 2? )?02 − ( 2 ? + 1 ? + 1 )??0 = 0? 1 ?00+??0+( 2 )?? + ???0?
0 + ???02 = 0? Pr ? + 1 ?00 + Pr ??? ?0 + ( ? ? )?00 = 0? ?? ?(0)=?(11−+??)? ?0(0)=1? ?(0)=1? ?(0)=1?
?0(∞)=0? ?(∞)=0? ?(∞)=0? (2.22) (2.23) (2.24) (2.25) Here ? the shape parameter, Pr the

5prandtl number, ?? the lewis number, ? the magnetic field parameter, ? the
heat source parameter, ? ? Brownian motion parameter and ? ? the
thermophoresis parameter. The

definitions of these parameters are Pr = ? ??= ? ?= ? ? ? ?? ?0?? ?= ?0 ? ??=???(??−?∞)? ?? ???? ? ??
= ??∞(??−?∞)? ?=(???)? ??? (???)? ? (2.26)

62The Skin friction (???), Nusselt number (??) and Sherwood number (??) are

?? ? = ? ? ? (2.27) ???2 ?? = (? + ?)?? ?(?? − ?∞) ? (2.28) ?? = (? + ?)?? ??(?? − ?∞) ? (2.29) Here (??
= ?(????)?=?(?+?)1−2? ) the surface shear stress, (?? = −?(???? ) ?=?(?+?) 2 1−? )

47the rate of heat transfer and (?? = −?? ( ???? )?=?(?+?) 1−? ) the rate of mass
transfer. 2 Finally the non­dimensional form of

75Skin friction, Sherwood number and Nusselt number are

given below ????? = 2 ? + 1?00(0)? (2.30) p ?? r 2 √ ? = − ? + 1?0(0)? 2 (2.31) ? r √ ?? ? = − ? + 1?0(0)?
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given below ????? = 2 ? + 1?00(0)? (2.30) p ?? r 2 √ ? = − ? + 1?0(0)? 2 (2.31) ? r √ ?? ? = − ? + 1?0(0)?
(2.32) ? r 2 2.3 Solution methodology The approximate

1series solutions through the homotopy analysis technique (HAM) require the
appropriate initial approximations and auxiliary linear operators for

the governing problems which are given in the following forms ?0(?) = ?(? − 1

7)1 − exp(−?)? ?0(?) = exp(−?)? ?0(?) = exp(−?)? ? + 1 (2.33) L?∗ = ??3??3 −
???? L∗? = ??2?? 2 − ?? L∗? = ??2??2 − ?? ? The above linear operators have
the following properties L?∗ [?1 + ?2 exp(?) + ?3 exp(−?)] = 0? L?∗ [?4 exp(?)
+ ?5 exp(−?)] = 0? ⎫ L?∗ [?6 exp(?) + ?7 exp(−?)] = 0?

⎬⎪ ⎪ ⎭ (2.34) (2.35) in which ?? (? = 1 − 7) stands for arbitrary constants. 2.3.1 Zeroth­order statement

14(1 − Þ∗)L∗? ?˘(?? Þ∗) − ?0(?) = Þ∗~?N?∗[?˘(?? Þ∗)]?

(2.36)

14(1 − Þ∗)L∗? ˘?(?? Þ∗) − ?0(?) = Þ∗~?N?∗[?˘(?? Þ∗)? ˘?(?? Þ∗)? ˘?(?? Þ∗)]? h i

(2.37)

14(1 − Þ∗)L∗?[?˘(?? Þ∗) − ?0(?)] = Þ∗~?N?∗[?˘(?? Þ∗)? ˘?(?? Þ∗)? ?˘(?? Þ∗)]? h
i

(2.38) ?˘(0?Þ∗) = ?(??+−11)? ?˘0(0?Þ∗) = 1? ?˘0

48(∞?Þ∗) = 0? ˘?(0 ?Þ∗) = 1? ?˘(∞?Þ∗) = 0? ?˘(0 ?Þ∗) = 1? ?˘(∞?Þ∗) = 0? ⎫ (2.
39) ⎬ N?∗ ?˘(?; Þ∗) = ??3??3˘ + ?˘??2 ??2˘ − ?2+?

1 Ã ????˘!2 ? + 1 ? ????˘0 ⎭ − 2 ? (2.40) h i N?∗ ?˘(?;Þ∗)??˘(??Þ∗)??˘(??Þ∗) = ??2?˘?2+Pr?˘??˘??
+Pr????˘?????˘?+Pr?? ?˘? 2 h i Ã??! +( 2 ) Pr ? ?˘? ?+1 ? ? ? (2.41) N?∗ ?˘(?;Þ∗)?˘?(??Þ∗)??˘(??Þ∗) =
??2??˘2 +??Pr?˘??˘?? ??????2?˘?2 + ? (2.42) h i Here Þ∗ ∈ [0?1] denotes the embedding parameter,
(~?? ~??~?) stand for nonzero auxiliary variables and (N?∗? N?∗?N?∗) represent the nonlinear operators.
2.3.2 ?ˆth­order statement L?∗ [??ˆ(? ) − ??ˆ??ˆ−1(? )] = ~? R˜∗?ˆ? (? )? L?∗ [??ˆ(? ) − ??ˆ ??ˆ−1(? )] = ~?
R˜∗?ˆ? (? )? L?∗ ??ˆ(?) − ??ˆ??ˆ−1(?) = ~?R˜∗?ˆ?(?)? ??ˆ

16(0) = ??0ˆ(0) = ??0ˆ(∞) = 0? ?0? ˆ (0) + ??ˆ(∞) = 0? £ ¤ ?0? ˆ (0) + ??ˆ(∞) = 0? ⎬
⎫ ?ˆ −1 ?ˆ −1 R˜∗?ˆ?(?) = ??0ˆ00 −1 ⎭ + (??ˆ−1−???00) − 2? X ?=0 µ ? + 1 ¶ ?X =0
(??0ˆ− 1 −???0) − ? + 1 ?(??0ˆ−1)? 2 µ ¶ (2. 43) (2. 44) (2. 45) (2.

46) (2.47)

17?ˆ−1 ?ˆ−1 R ˜?∗ˆ?(?) = ??0ˆ0 −1+ Pr (??ˆ−1−??? 0)+Pr?? (?0?ˆ− 1 −???0)+
Pr?? X ?=0 X ?=0 ?ˆ− 1 (?0?ˆ− 1 −??0?)+ ? +2 1 Pr ?(??ˆ− 1)? X ?=0

µ (2.48) ¶ R

55˜∗?ˆ?(?)=?0?ˆ0− 1(?)+??Pr ?ˆ−1(??ˆ−1−??0?)+ ?????0 ?ˆ0−1?

(2.49) X?=0

170? ?ˆ ≤ 1? χ ?ˆ= ⎧ (2.50) ⎨ 1? ?ˆ ? 1? Putting Þ∗ = 0

and Þ∗ = 1 we have ⎩ ?˘(?;0) = ?0(?)? ?˘(?;1) = ?(?)? (2.51) ?˘(??0) = ?0(?)? ˘?(??1) = ?(?)? (2.52) ?
˘(??0) = ?0(?)? ?˘(??1) = ?(?)? (2.53) When Þ∗ varies from 0 to 1 then ?˘(?;Þ∗)? ˘?(??Þ∗) and ?˘(??Þ∗)
illustrate variation

6from the initial approximations ?0(?)? ?0(?) and ?0(?) to the desired final
solutions ?(?)? ?(?) and ?(?) respectively. By using Taylor’s series expansion we

get the following expressions ∞ ?˘(?; Þ∗) = ?0(?) + ??ˆ(?)Þ∗?ˆ? ??ˆ(?) = ?ˆ1! ??ˆ??˘Þ(?∗??ˆÞ∗) ¯¯Þ∗=0 ?
(2.54) ?Xˆ=1 ¯ ∞ ??ˆ(?)Þ∗?ˆ? ??ˆ(?) = ?ˆ1! ??ˆ?˘?Þ(?∗??ˆÞ∗)¯¯ ∗ ¯ ?˘(?? Þ∗) = ?0(?) + ? (2.55) ?Xˆ=1 ¯Þ
=0 ?˘(?? Þ∗) = ?0(?) + ?Xˆ
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68=1 ??ˆ(?) Þ ∗?ˆ? ??ˆ(?) = ?ˆ1! ??ˆ??˘ Þ(?∗??ˆÞ∗)¯¯¯¯Þ ∗=0 ∞ ¯ ? (2.

56) The convergence of Eqs. (2?54) − (2?56) strongly depends upon them ( ~??¯¯~?? ~? ¯ ).
Considering that (~?? ~?? ~?) are chosen in such a way that Eqs. (2?54) − (2?56) converge at Þ∗ = 1,
then ∞ ?(?) = ?0(?) + ??ˆ(?)? ?ˆX=1 ∞ ?(?) = ?0(?) + ??ˆ(?)? ?Xˆ=1 (2.57) (2.58) ∞ ?(?) = ?0(?) + ??ˆ(?)?
(2.59) ?Xˆ=1 The general solutions (??ˆ? ??ˆ? ??ˆ) of the Eqs. (2?43) − (2?45) in terms of special
solutions (??∗ˆ? ??∗ˆ? ?∗?ˆ) are presented by the following expressions

66??ˆ(?) = ??∗ˆ(?) + ?1 + ?2 exp(?) + ?3 exp(−?)? (2.60) ??ˆ(?) = ?∗?ˆ(?) + ?4
exp(?) + ?5

exp(−?)? (2.61) ??ˆ(?) = ?∗?ˆ(?) + ?6 exp(?) + ?7 exp(−?)? (2.62) in which the constants ?? (? = 1 − 7)
through the boundary conditions (2?46) are given by ?2 = ?4 =

56?6 = 0? ?3 = ????∗ˆ?(?) ?=0 ? ?1 = −?3 − ??∗ˆ(0)? ?5 = −??∗ˆ( 0 )¯?=0? ¯ ?7 =
−?∗?ˆ(0)?=

0? (2.63) (2.64) (2.65) 2.4 HAM solution 2.4.1 Convergence analysis Here the series solutions (2?57) −
(2?59) involve the auxiliary parameters (~?? ~?? ~?)? Surely the auxiliary variables (~?? ~?? ~?) in series
solutions accelerate the convergence. To choose the appropriate values of (~?? ~?? ~?) the ~−curves
have been displayed at 25?? order of ap­ proximations. It is noticed from Figs. (2 − 4) that the admissible
range

9of ~?? ~? and ~? are −2?2 ≤ ~? ≤ −0? 3? −1? 8 ≤ ~? ≤ −0? 4 and −1? 5 ≤ ~? ≤
−0? 2. Moreover the series solutions are convergent in the entire zone of ? when
~? = −1?0 = ~? = ~?. Table

2?1 reveals that the 6??

23order of deformations is enough for the convergent solutions of velocity and

24?? order of deformations is enough

23for both temperature and nanoparticles concentration

respectively. 2 f ''?0? 0 ­2 ­4 ­6 ­2.5 ­2.0 ­1.5 ­1.0 ­0.5 0.0 0.5 Ñ f ???. 2. h­curve for the function ?(?)? 2 0
q'?0? ­2 ­4 ­6 ­8 ­ 2 .0 ­ 1 .5 ­ 1 .0 ­ 0 .5 0 .0 Ñ q ???? 3. h­curve for the function ?(?)? 1 0 f'?0? ­1 ­2 ­3
­4 ­ 5 ­ 2 .0 ­ 1 .5 ­ 1 .0 ­ 0 .5 0 .0 Ñf ???? 4. h­curve for the function ?(?)?

29Table 2. 1. Convergence of homotopic solutions when ? = 0? 5? Pr = 1?0?

?? = 1?0? ?? = 0?3? ?? = 0?2? ? = 0?4? ? = 0?5 and ? = 0?2? ????? ?? ????????????? −? 00(0) ?0(0)
−?0(0) 1 1.10556 0.58333 0.50000 2 1.11628 0.58940 0.54884 3 1.11628 0.56210 0.50861 6 1.11602
0.55031 0.48739 10 1.11602 0.54744 0.48055 15 1.11602 0.54695 0.47918 18 1.11602 0.54690 0.47902
21 1.11602 0.54688 0.47897 24 1.11602 0.54687 0.47896 25 1.11602 0.54687 0.47896 26 1.11602
0.54687 0.47896 2.5 Results and discussion Our intention here to analyze the characteristics of shape
parameter (?)?

34Prandtl number (Pr)? Lewis number (??), magnetic field parameter (? )?
surface thickness parameter (?)? heat source parameter (?)? Brownian motion
parameter (? ?) and thermophoresis parameter

(? ?) on veloc­ ity ?0(?)? temperature ?(?) and nanoparticles concentration ?(?). Moreover, Tables (2?2 −
2?4) are demonstrated to analyze the behaviors of arising variables

65on Skin friction (???), Nusselt number (??)and Sherwood number

(??) respectivelly. Fig. 5 displays the variation of shape parameter (?) on velocity ?0(?). From Fig. we
observe that velocity is increasing function of (?). Impact of wall thickness

18parameter ? on the velocity profile is shown in Fig. 6. It is observed that
increasing values of

? lead

26to decrease the velocity. Fig. 7 shows the effects of magnetic parameter on

javascript:openDSC(1626956139, 1393, '69208');
javascript:openDSC(66079359, 304, '49448');
javascript:openDSC(3864869188, 2209, '71188');
javascript:openDSC(757993229, 1, '77322');
javascript:openDSC(58941403, 37, '92049');
javascript:openDSC(58941403, 37, '92059');
javascript:openDSC(59046135, 37, '93778');
javascript:openDSC(3929368420, 2474, '27947');
javascript:openDSC(3959816929, 2474, '64853');
javascript:openDSC(54095250, 37, '85505');
javascript:openDSC(100972835, 4, '88900');


3/15/2017 Turnitin Originality Report

https://turnitin.com/newreport_printview.asp?eq=1&eb=1&esm=3&oid=784433381&sid=0&n=0&m=0&svr=322&r=79.25384925010167&lang=en_us 13/19

velocity distribution. Here we seen that velocity decreases for higher values of magnetic parameter (?).
Fig. 8 shows the effect of (?) on ?(?). Temperature is increasing function of (?)? Fig. 9 depicts that
variation of thickness parameter ? yields reduc­ tion in temperature. Influence of heat source parameter
on temperature profile is plotted in Fig. 10. There is an increase in temperature via source parameter (?).
Brownian motion is a arbitrary movement of suspended particles due to collection of atoms or molecules
in the fluid. The increment of (??) leads to enhancement of temperature and reduction in nanoparticles
concentration as shown in Figs. (11 − 12). Thermophoresis variable corresponds to enhance­ ment in

2temperature and nanoparticles concentration as shown in Figs. (13 − 14). Fig.

15 depicts the variation of shape variable on concentration profile. The concentration enhances when ? is
increased. Fig. 16 represents the concentration profile for different values of thickness parameter (?).
Clearly ?(?) decreases for larger ?. Fig. 17 describes the effect of magnetic parameter on concentration
distribution. It is observed that concentration profile enhances for larger ?. Tables (2?2) represents the
Skin friction (???) for various physical variables appearing in velocity profile. Clearly surface force
enhances via ?? ? and ?? Table (2?3) provides the numer­ ical values of dimensionless

80Nusselt number (??) for various physical parameters involved in

temperature distribution. Here Nusselt number increases for larger ? and reverse trend is noted for higher
values of ?? ??? ?? and ??? Table (2?4) shows that the Sherwood number enhances for larger ?? ?? ??
and ??? On the other hand the Sherwood number decays for larger ??? f'?x? 1.0 0.8 0.6 n = 0.0, 0.3, 0.6,
0.9 a = 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, M = 0.2 0.4 Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0 0.2 1 2 3 4 5 6 x ???? 5? Effects of ?
on ?0(?)? f'?x? 1.0 0.8 a = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5 0.6 n = 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, M = 0.2, Nb = 0.2, l = 0.1, Le =
1.0 0.4 0.2 1 2 3 4 5 6 x ???? 6? Effects of ? on ?0(?)? f'?x? 1.0 0.8 0.6 M = 0.0, 0.2, 0.4, 0.6 n = 0.5, Pr =
1.0, Nt = 0.1, a = 0.5, Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0 0.4 0.2 1 2 3 4 5 6 x ???? 7? Effects of ? on ?0(?)? q?x?
1.0 0.8 n = 0.0, 0.3, 0.6, 0.9 0.6 a = 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, M = 0.2, Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0 0.4 0.2 1 2
3 4 5 6 x ? ??? 8? Effects of ? on ?(?)? q?x? 1.0 0.8 a = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5 0.6 n = 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, M
= 0.2, Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0 0.4 0.2 1 2 3 4 5 6 x ? ??? 9? Effects of ? on ?(?)? q?x? 1.0 0.8 l = 0.0,
0.5, 1.0, 1.5 0.6 n = 0.5, Pr = 1.0, Nb = 0.1, a = 0.5, M = 0.2, Nt = 0.1, Le = 1.0 0.4 0.2 1 2 3 4 5 6 x ? ???
10? Effects of ? on ?(?)? q?x? 1.0 0.8 Nb = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5 0.6 n = 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, a = 0.5, M =
0.2, l = 0.1, Le = 1.0 0.4 0.2 1 2 3 4 5 6 x ???? 11? Effects of ?? on ?(?)? f?x? 1.0 0.8 Nb = 0.0, 0.5, 1.0,
1.5 0.6 n = 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, a = 0.5, M = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0 0.4 0.2 2 4 6 8 x ???? 12? Effects of
?? on ?(?)? q?x? 1.0 0.8 Nt = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5 0.6 n = 0.5, Pr = 1.0, Nb = 0.1, a = 0.5, M = 0.2, l = 0.1, Le
= 1.0 0.4 0.2 1 2 3 4 5 6 x ???? 13? Effects of ?? on ?(?)? f?x? 1.0 0.8 0.6 Nt = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3 n = 0.5,
Pr = 1.0, Nb = 0.1, a = 0.5, 0.4 M = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0 0.2 f?x? 1.0 2 4 6 8 ???? 14? Effects of ?? on ?
(?)? x 0.8 n = 0.0, 0.3, 0.6, 0.9 0.6 a = 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, M = 0.2, Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0 0.4 0.2 1
2 3 4 5 6 x ? ??? 15? Effects of ? on ?(?)? f?x? 1.0 0.8 0.6 a = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5 n = 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1,
M = 0.2, Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0 0.4 0.2 2 4 6 8 x ? ??? 16? Effects of ? on ?(?)? f?x? 1.0 0.8 M = 0.0,
0.2, 0.4, 0.6 0.6 n = 0.5, Pr = 1.0, Nt = 0.1, a = 0.5, Nb = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0 0.4 0.2 2 4 6 8 x ? ??? 17?
Effects of ? on ?(?)? Table: 2.2. Effects of ?, ? and ? on Skin friction coefficients when ?? = 1?0 = Pr? ? ?
= 0?1? ? ? = 0?2 = ?? ? ? ? −(??)0?5??? 0.0 0.2 0.4 0.5 0.0 0.4 0.6 0.2 0.0 0.4 0.6 0.8892 0.9194 0.9826
0.8377 0.9400 0.9929 0.8487 1.0711 1.1666 Table: 2.3. Impacts of ??? ?? ? ?? ? and ? ? on local Nusselt
number (? ?) when ? = 0?5? ? = 0?4? Pr = 1?0? ? ? ?? ? ? ? ? − √???? 0.0 0.4 1.0 0.2 0.3 0.2898 0.2
0.3299 0.4 0.3704 0.0 0.5156 0.2 0.5049 0.4 0.4823 0.5 0.4074 1.2 0.3868 1.6 0.3824 0.1 0.4177 0.3
0.3648 0.4 0.3400 0.1 0.4051 0.2 0.3751 0.6 0.3175 Table: 4. Impacts of ?? ??? ?? ? ? and ? ? on local
Sherwood number when ? = 0?5? ? = 0?4? Pr = 1?0? ? ? ?? ?? ?? − √???? 0.0 0.1 0.2 0.4 0.0 0.2 04 1.0
0.6 1.2 1.6 0.2 0.1 0.3 0.5 0.3 0.2 0.4 0.6 0.4023 0.4025 0.4210 0.3981 0.4027 0.4173 0.2390 0.5435
0.6715 0.2904 0.5036 0.5454 0.3264 0.1133 0.0568 2.6 Final remarks Main points of present study are
as follows: • Flatness of surface directly relates with mechanical properties of surface. • Enhancement of
Brownian motion parameter, shape parameter, thermophoresis parame­ ter and heat source parameter
correspond to increase the temperature distribution while opposite behaviour is seen for the variation of
thickness parameter. Chapter 3 Simultaneous effects of melting heat and non­Darcy porous medium

76in MHD flow of nanofluid towards variable thicked stretched surface

3.1 Introduction This chapter discuses melting heat transfer and non­Darcy porous medium in

61MHD stagnation point flow towards a nonlinear stretching sheet with

variable thickness.

58Brownian motion and thermophoresis effects are also accounted. The
nonlinear dimensionless ordinary differential equations are

solved numerically with builtin shooting technique. Graphically results of vari­ ous physical

35parameters on velocity, temperature and concentration are studied. Skin
friction coefficient, local Nusselt number and Sherwood number are addressed
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friction coefficient, local Nusselt number and Sherwood number are addressed
through tabulated

values. 3.2

25Formulation We consider steady two­dimensional MHD stagnation point flow
of an incompressible viscous nanofluid in a

non­Darcy porous medium. The

40flow is induced due to stretching sheet at

? = ?(?+?)1−2?. The stretching sheet along x­axis has velocity ?? = ?(?+?)? However

37the velocity of external flow is ?? = ?(? + ?)?. Here ?? ? and ? are the

positive constants. Heat transfer is studied through melting heat.

67??the temperature of melting surface, while ?∞ and ?∞ correspond to the
uniform temperature

and concentration

1far away from the surface of the

sheet respectively.

32It is assumed that the effects of viscous dissipation and heat
generation/absorption are neglected. Under these assumptions and usual
boundary layer approximation the governing equations

are, ?? ?? ?? ?? = 0? + ? ???? + ? ???? = ?? ????? + ? ??2??2 ?2(? − ??) − ??(? − ??) − √??? (?2 − ?
2?)? − ? ? ? ? ? ?? ?? + ? ?? = ? ??2 + ? ?? ?? ?? ?? ?2? ?? ?? + ?? (?? )2 ? µ ?∞ ?? ¶ ? ?? ?? ?2? ??
?? + ? ?? = ?? ??2 ?∞ + ?2? ??2 ? µ ¶ subjected boundary conditions are presented as follows: (3.1)
(3.2) (3.3) (3.4) ?(?? ?) = ??(?) = ?(? + ?)?? ?? ?? + ?? ?? = 0 and ? = ?? at ? = ?(? + ?)1−2? ? ?? ?∞ ??
µ ¶ (3.5) ? (?? ?) = ??(?) = ?(? + ?)?? ? = ?∞? ? = ?∞? as ? → ∞? (3.6) ?1(???? ) = ?[?∗ + ??(?? − ?0)]?
at ? = ?(? + ?)1−2? ? (3.7)

36In the above equations ? and ? are the velocity component in the x and y­
directions. Here ? the fluid density, ?∗ the

latent heat of fluid, ? the kinematic viscosity, ?

77the permeability of porous medium, ? the porosity, ?? the drag coefficient, ??
the

thermophoretic

3diffusion coefficient, ?? the Brownian diffusion coefficient, ? the ratio between
effective heat capacity of nanoparticle and base fluid respectively, ?? the

heat capacity of surface and ?? the melting temperature. 3.3 Statement Here we employ transformation
procedure to reduce the above

74partial differential equations and governing boundary conditions into the set
of

ordinary differential system; ? = ? ( ?+21 )( ?(?+??)?−1 ), ? = ( ?+21 )(? + ?)?+1??? (?), q ?(?) = ??∞−
−???? , ?q(?) = ??−∞?∞ (3.8) ⎬ ⎫ In above equation ? reperesents the stream function, define by (? =
???? ⎭and ? = − ???? ) as, ? = ?(? + ?)?? 0 (?), ? = − ? + 1 )??(? + ?)?−1[? (?) + ? ? − 1 ? 0 (?)]? ( (3.9)
r 2 ? + 1 Now Eq. (1) is trivially satisfied while Eqs. (3?2) − (3?4) yield ? 000 − ( ?2+?1 ) ? 0 2 + ? ? 00 − (
?+21 )(? ?)2 (? 0 − ?) − ( ?+21 )(??) (? 0 − ?) ³ ´ −( ?+21 )? ? 02 − ?2 + ( ?2+?1 )?2 = 0? (3.10) ⎬ ⎫ ¡ ¢ ⎭
Θ00 + Pr ? Θ0 + ? ?Φ0 Θ0 + ? ?Θ02 = 0? (3.11) Φ00 + Pr ??? Φ0 + ? ? Θ00 = 0? ³ ´ (3.12) ? ? ?0(?)=1?
Θ(?)=0? ?Θ0(?) +Pr?(?)+Pr?(??−+11)=0? ??Θ0(?)+ ??Φ0(?)=0? ?0(∞)=?? Θ(∞)=1? Φ(∞)=0? ⎫ (3.13) ⎬
Here ?( = ? 1+2? ?? ) represents the surface thickness parameter and ? = ? = (? 1+? ? ⎭ 2 ? ) the plate
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surfaqce. We define ?(?) = ?(? − ?) = ?(?), Θ(?) = ?(? − ?) = ?(?) and qΦ(?) = ?(? − ?) = ?(?) then Eqs.
(3?10) − (3?13) give; ? 000 − ( ?2+?1 ) ? 0 + ? ? 00 − ( ?+21 )(? ?)2 (? 0 − ?) − ( ?+21 )(??) (? 0 − ?) 2 ³ ´
−( ?+21 )? ? 02 − ?2 + ( ?2+?1 )?2 = 0? (3.14) ⎬ ⎫ ¡ ¢ ⎭ ?00 + Pr ??0 + ???0?0 + ???02 = 0? (3.15) ?00
+ Pr ??? ?0 + ? ? ?00 = 0? ³ ´ (3.16) ?? ? 0 (0) = 1? ? (0) = 0? ? ?0 (0) + Pr ? (0) + Pr ?( ??−+11 ) = 0? ?
??0 (0) + ? ??0 (0) = 0? ? 0 (∞) = ?? ?(∞) = 1? ?(∞) = 0? ⎫ (3.17) ⎬ With ⎭ ? = ?∗?+??(??∞(?−??−??)0)
? ?? = ??(?+???)?−1? ?? = ????0? ? = ???√(?+?)? ? ?= ??? Pr= ??q? ?? = ???(???∞∞−??)? ??= ?????
∞? ??= ???? in which ?? the shape parameter, ?? the inverse Darcy number, ?? the Hartman number, ?
the local inertia coefficient parameter, ? the stretching sheet parameter, Pr

9the Prandtl number, ?? the Brownian motion parameter, ?? thermophoresis
parameter, ?? the Lewis number, ? the melting parameter, and

? the surface thickness parameter. The

3skin friction coefficient (??) and Nusselt number (??) are ?? = ??2?? 2? ?? = ?
(?∞ − ??) ?? (? + ?)?? ? (3.18) where the surface shear stress (??) and rate of
heat

transfer (??) define at the surface are ?? ?? ?? = ?(?? ?=?(?+?)1−2? ? ?? = −?( ?? ?=?(?+?)1−2? ? ) )
(3.19) Now we have ?? Re = 2 √ ? + 1?00(0)? √?? =− ? + 1?0(0)? (3.20) r 2 Re r 2 with Re = ?(?+??) ?+1
as the Reynolds number. 3.4 Numerical procedure The

70set of non­linear dimensionless ordinary differential system are solved

numerically builtin shooting technique. 3.5 Discussion Here our intention is to predict the effects of shape
parameter (?)? inverse Darcy number (??), Hartman number (??), local inertia coefficient parameter (?)?
stretching sheet parameter (?), Prandtl number (Pr), thermophoresis parameter (??),

23Brownian motion parameter (??), Lewis number (??), melting parameter (?)
and

surface

2thickness parameter (?) on the velocity ?0(?)? temperature ?(?) and
concentration

?(?) . 3.6 Dimensionless velocity profile Mostly study depend on shape parameter ? due to its significance
because this parameter can controls

5the surface shape, type of motion and deportment of the boundary layer. Here
we notice that the outer shape of surface depends upon the value of shape

parameter (?). For ? = 1 the study is reduced to flat surface.

For ? ?

21 the study transformed to surface with decreasing thickness and concave
outer shape. However for ? ? 1 the study transformed to surface with increasing
thickness and convex outer shape.

In addition this parameter

2controls the type of motion such that for ? = 0 the motion is reduced to linear
with constant velocity. If ? ? 1 then motion is reduced to deceleration case
whereas ? ? 1

corresponds to the accelerated motion. Characteristics of shape parameter (?) on velocity distribution ?
0(?) is shown in Fig. 1. The velocity increases for larger shape parameter(?). Figs. 2 and 3 describe the
influence of thickness parameter ? on ?0(?) when ? ? 1 and ? ? 1. For ? ? 1 the velocity profile decrease
for larger ?. Physically it shows that stretching velocity decreases. It yields reduction in velocity distribution.
However for ? ? 1 the velocity profile increases for larger ?. Physically stretching velocity enhances for
larger ?. Here more deformation is produced in the fluid and thus velocity distribution increases. Fig. 4
illustrates

53the velocity distribution for various values of stretching sheet parameter. It is
seen that velocity

distribution enhances for larger stretching sheet parameter. Fig.
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715 displays the velocity profile for larger values of melting parameter.

10Here we noticed that the ?0(?) and boundary layer thickness

increase through melting parameter (?). Fig. 6 explains

18the effect of inverse Darcy number (??) on velocity

profile ?0(?).

18It is observed that an increase in value of (??) decays the velocity

?0(?). Fig. 7 gives the effect of

54velocity profile for different values of Hartman number (??). We observed that
velocity profile

reduces with an enhancement in Hartman number. Fig. 8 indicates the impact of inertial coefficient
parameter(?) on ?0(?). Clearly it is seen that the velocity profile ?0(?) reduces for larger value of inertial
coefficient parameter (?). 3.7 Dimensionless temperature profile The variation of Hartman number on
temperature profile

57is shown in Fig. 9. We observe that temperature is decreasing function of

Hartman number (??). Fig. 10 depicts that variation of melting parameter (?) yield reduction in
temperature. Fig. 11 gives the impacts of (??) on temperature distribution. Here we noticed that
temperature profile reduces when ?? in­ creased. Fig. 12 corresponds to

20the effect of thermophoresis parameter (??) on ?(?). Here temperature is
increasing function of ??. In

fact an increase in ??

30causes an enhancement in the thermophoresis force which tends to move
the nanoparticle from hot to cold area and thus as a result

temperature increases. Fig. 13 represents the temperature for higher values of Prandtl number. Clearly ?
(?) increases for larger Prandtl number (Pr). Fig. 14 shows the temperature profile for larger values of (?).
There is decrease in ?(?) for larger ?. 3.8 Dimensionless concentration profile Fig. 15 gives the effect of
Lewis number on nanoparticle concentrations ?(?).

1An increase in the value of Lewis number

shows low nanoparticle concentration.

1Lewis number depends on Brownian diffusion coefficient. Increasing Lewis
number leads to lower Brownian diffusion coefficient which causes weaker
nanoparticle concentration profile ?(?). Fig.

16 represents the effect of Prandtl number on nanoparticle concentrations ?(?). Nanoparticle
concentrations ?(?) is noted an increasing function of Prandtl number. The

52Brownian motion is random motion of nanoparticles suspended in the fluid
resulting due to

2fast moving atom or molecules in the fluid.

Figs.17 and 18 represent the effects of Brownian diffusion coefficient (??) and thermophoresis parameter
(??) on nanoparticle concentration ?(?). Clearly ?(?) near the surface decays when ?? increases.
However the variation of ?? on ?(?) away from the surface is opposite. Further the impact of ?? on ?(?) is
quite reverse to that of ??. Fig. 19 describes the effect of inverse Darcy number (??) on concentration
distribution. It is observed that concentration profile enhances for larger ??. Fig. 20 shows the effect of (?)
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on concentration distribution. It is observed that concentration profile increases via ?. 3.9

79Dimensionless Skin friction coefficient (??) and Nusselt

num­ ber (??)

50Table (3.1) provides the numerical values of dimensionless skin friction
coefficient for distinct values of

physical parameter involved in velocity distribution. Here surface force increases for larger values of
??????? and ? while skin friction coefficient decrease for larger ?. Table (3.2) shows that the Nusselt
number (??) enhances for larger Pr???, ?, ? and ??.

69On the other hand the local Nusselt number decays for

larger values of ??. f '?x? 1.0 0.8 Nt = 0.4, Nb = 0.2, Pr = 1.0, M = 1.0 0.6 a = 0.2, l = 0.1, Le = 1.0, Ha =
0.2 Da = 0.4, b = 0.6 0.4 n = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5 0.2 1 2 3 4 x Fig. 1. Effect of ? on ?0(?) f '?x? 1.0 0.8 M =

330.1, Nb = 0. 2, Nt = 0. 3, Pr = 1.0 n

= 0.5, l = 0.1, Le = 1.0, Ha = 0.2 Da = 0.3, b = 0.6 0.6 a = 0.0, 0.5, 1.0, 1.8 0.4 0.2 1 2 3 4 x Fig. 2. Effect
of ? on ?0(?) for ? ≺ 1 f '?x? 1.0 M = 0.1,

3Nb = 0. 2, Nt = 0.3, Pr = 1.0 0.8 n

= 1.5, l = 0.1, Le = 1.0, Ha = 0.2 Da = 0.3, b = 0.6 0.6 a = 0.0, 0.5, 1.0, 1.8 0.4 0.2 1 2 3 4 x Fig. 3. Effect
of ? on ?0(?) for ? Â 1 f '?x? 1.0 0.8 M = 0.1,

1Nb = 0. 2, Nt = 0. 3, Pr = 1.0 n = 0.

5, a = 0.1, Le = 1.0, Ha = 0.2 Da = 0.2, b = 0.3 0

13.6 l = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3 0.4 0.2 1 2 3 4 x Fig. 4. Effect of ? on ?0(?) f '?x? 1.0 0.8 a
= 0. 2, Nb = 0.

282, Nt = 0. 3, Pr = 1. 0 n = 1 .5, l = 0.1, Le = 1.0,

Ha = 0.2 0.6 Da = 0.3, b = 0.6 M = 0.4, 0.8, 1.2, 1.6 0.4 0.2 1 2 3 4 x Fig. 5. Effect of ? on ?0(?) f '?x? 1.0
0.8 0.6 M = 0.1,

64Nb = 0. 2, Nt = 0. 3, Pr = 1. 0 n = 1. 5, l = 0.

1, Le = 1.0, Ha = 0.2 0.4 a = 0.2, b = 0.6 Da = 0.0, 0.1, 0.2 , 0.3 0.2 1 2 3 4 x Fig.

66. Effect of ?? on ?0(?) f '?x? 1.0 M = 0.1, Nb = 0.2, Nt = 0.3, Pr = 1.

0 0.8 n = 1.5, l = 0.1, Le = 1.0, a = 0.2 Da = 0.3, b = 0.6 0.6 Ha = 0.0, 0.3, 0.5, 0.7 0.4 0.2 1 2 3 4 x Fig. 7.
Effect of ?? on ?0(?) f '??? 1.0 0.8 0.6 0.4 M = 0.1,

1Nb = 0. 2, Nt = 0. 3, Pr = 1.0 n = 0.

5, l = 0.1, Le = 1.0, a = 0.2 Ha = 0.2, Da = 0.3 b = 0.0, 0.5, 0.8, 1.2 0.2 1 2 3 4 ? Fig. 8. Effect of ? on ?
0(?) q??? 1.0 0.8 0.6 M = 0.1, Nb = 0.2, Nt = 0.1, 0.4 Pr = 1.0 , n = 1.5, l = 0.2, Le = 1.0, Da = 0.2, b = 0.3,
0.2 a = 0.2 Ha = 0.2, 0.5, 0.8, 1.0 1 2 3 4 ? Fig. 9. Effect of ?? on ?(?) q?x? 1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 Da = 0.3,

1Nb = 0. 2, Nt = 0. 1, Pr = 1.0 , n = 0.

5, l = 0.2, Le = 1.0, Ha = 0.2, b = 0.6, a = 0.2 M = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3 1 2 3 4 x Fig. 10. Effect of ? on ?(?)
q??? 1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 M = 0.1,

28Nb = 0.2, Nt = 0.1, Pr = 1. 0 , n = 1 .5, l = 0.2, Le = 1.0,

Ha = 0.2, b = 0.3, a = 0.2 Da = 0.2, 0.5, 0.8, 1.0 1 2 3 4 ? Fig. 11. Effect of ?? on ?(?) q?x? 1.0 0.8 0.6 0.4
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0.2 Da = 0.3, Nb = 0.2, M = 0.1, Pr = 1.0 , n = 0.5, l = 0.2, Le = 1.0, Ha = 0.2, b = 0.6, a = 0.2 Nt = 0.1, 0.5,
1.0, 1.5 1 2 3 4 x Fig. 12. Effect of ?? on ?(?) q?x? 1.0 0.8 0.6 Da = 0.3, Nb = 0.2, M = 0.1, Nt = 0.3 , n =
0.5, l = 0.2, 0.4 Le = 1.0, Ha = 0.2, b = 0.6, a = 0.2 0.2 Pr = 1.0, 1.5, 2.0, 2.5 1 2 3 4 x Fig. 13. Effect of Pr
on ?(?) q??? 1.0 0.8 0.6 M = 0

33.1, Nb = 0. 2, Nt = 0.1, 0.4 Pr = 1.0 , n

= 0.5, l = 0.2, Le = 1.0, Ha = 0.2, Da = 0.3, a = 0.2 0.2 b = 0.0, 0.2, 0.4, 0.6 1 2 3 4 Fig. 14. Effect of ? on ?
(?) ? f?x? 1.5 n = 0.5, Nb = 0.2, Pr = 1.0, Nt = 0.1, a = 0.2, l = 0.1, 1.0 M = 0.1, Ha = 0.2, Da = 0.3, b = 0.6
Le = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3 0.5 0.0 1 2 3 4 x Fig. 15. Effect of ?? on ?(?) f?x? 1.4 1.2 1.0 0.8 0.6 0.4 na ==
00..52,, Nlb==0.01.,2, DMa==00..13,, Ha = 0.2 0.2

1Le = 1.0, b = 0. 6, Nt = 0. 1 Pr = 0 .0,

0.1, 0.2, 0.3 1 2 3 4 x Fig. 16. Effect of Pr on ?(?) f?x? 1.5 n = 0.5, Da = 0.2, Pr = 0.5, Nt = 0.1 1.0 a = 0.2,
l = 0.1, M = 0.1, Ha = 0.2 Le = 1.0, b = 0.6

3Nb = 0. 1, 0. 2, 0. 3, 0. 4 0. 5 0.0 1 2 3 4 x Fig. 17. Effect of ?? on

?(?) f?x? 1.0 0.8 0.6 n = 0.5, Da = 0.3, Pr = 1.2, Nb = 0.2 a = 0.2, l = 0.1, M = 0.5, Ha = 0.2 0.4 Le = 1.2, b
= 0.3 Nt = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 0.2 0.0 ­0.2 ­0.4 1 2 3 4 x Fig. 18. Effect of ?? on ?(?) f?x? 0.6 0.4 n = 0.5, Nb
= 0.2, Pr = 1.0, Nt = 0.1 a = 0.2, l = 0.1, M = 0.1, Ha = 0.2 0.2 Le = 1.0, b = 0.6 Da = 0.0, 0.3, 0.5, 0.7 0.0
­0.2 ­0.4 1 2 3 4 x Fig. 19. Effect of ?? on ?(?) f?x? 0.6 0.4 Nt = 0.1, Da = 0.3, Pr = 1.2, Nb = 0.2 a = 0.2, l
= 0.1, M = 0.5, Ha = 0.2 0.2 Le = 1.2, b = 0.3 0.0 n = 0.0, 0.1, 0.2, 0.3 ­ 0.2 ­ 0.4 1 2 3 4 x Fig. 20. Effect of
? on ?(?) Table 3.1. Impacts of ????????? and ?

59on skin friction coefficient, when Pr =1 .0, ?=0. 5, ??=0.2, ??=0. 3, ? =0.

1, ??=1.0. ?? ?? ? ? ? −?? Re 0.0 0.1 0.2 0.3 0.3 1.0 1.5 2.0 0.6 1.0 2.0 3.0 0.2 0.0 0.1 0.2 0.1 0.0 0.1 0.2
1.8314 1.0868 1.0980 1.1164 1.6088 1.6877 1.7600 1.2092 1.5992 1.7615 1.0742 1.0860 1.0980 1.1217
1.0980 1.0077 √ Table 3.2:Impacts

10of ??, Pr, ??, ?, ?? and ? on local Nusselt number when ? = 0?

1, ? = 0?5, ? = 0?2, ? = 0?2, ?? = 0?2. ?? Pr ?? ? ?? ? ­ √? ? Re 0.5 0.5322 1.0 0.4231 1.5 0.0479 1.0
0.5424 1.5 0.6992 2.0 0.8416 0.3 0.5542 0.5 0.5660 0.7 0.5777 0.0 0.5077 0.1 0.5250 0.2 0.5424 1.0
0.5424 2.0 0.5454 3.0 0.5472 0.0 0.5068 0.1 0.5239 0.2 0.5424 3.10 Conclusions

72MHD stagnation point flow of nanofluid in a non­Darcy porous

medium is studied numerically. Melting heat transfer and variable thickness of surface are considered.
Numerical simulation witnesses the following findings. •

38Velocity and temperature profiles reduce for larger values of inverse Darcy
number.

• Concentration has opposite results for inverse Darcy number when compared with velocity and
temperature. • There is enhancement of velocity for melting parameter. • Decay in temperature is noted
for melting parameter ?, Hartman number ?? and local inertia coefficient parameter ?. • Concentration
reduces for Prandtl number. • Impact of ?? on skin friction is opposite to that of Nusselt numbers.
Bibliography [1] S.U. S. Choi, Z. G. Zhang, W. Yu, F. E. Lockwood and E. A. Grulke, Anomalously thermal
conductivity enhancement in nanotube suspensions, Appl. Phys. Lett. 79 (2001) 2252­2254. [2] S.U. S.
Choi and J. A. Eastman, Enhancing thermal conductivity of fluids with nanoparti­ cles: The Proceedings of
the 1995 ASME International Mechanical Engineering Congress and Exposition, San Francisco, USA,
ASME, FED 231/MD, 66 (1995) 99­105. [3] B.H. Salman, H.A. Mohammed and A.Sh. Kherbeet, Numerical
and experimental investi­ gation of heat transfer enhancement in a microtube using nanofluids, Int.
Commun. Heat Mass Transfer 59 (2014) 88­100. [4] E. B. Haghighi, A.T. Utomo, M. Ghanbarpour, A.I.T.
Zavareh, H. Poth, R. Khodabandeh, A. Pacek and B.E. Palm, Experimental study on convective heat
transfer of nanofluids in turbulent flow: Methods of comparison of their performance, Exp. Thermal Fluid
Sci. 57 (2014) 378­387. [5] J. Navas, A.S. Coronilla, E.I. Martin, M. Teruel, J.J. Gallardo, T. Aguilar, R.G.
Villarejo, R. Alcantara, C.F. Lorenzo, J.C. Pinero and J.M. Calleja, On the enhancement of heat transfer
fluid for concentrating solar power using Cu and Ni nanofluids: An experimental and molecular dynamics
study, Nano Energy 27 (2016) 213­224. [6] W.H. Azmi, K.A. Hamid, R. Mamat, K.V. Sharma and M.S.
Mohamad, Effects of working temperature on thermo­physical properties and forced convection heat
transfer of TiO2 nanofluids in water — Ethylene glycol mixture, Appl. Thermal Eng. 106 (2016) 1190­
11997 [7] A. Naghash, S. Sattari and A. Rashidi, Experimental assessment of convective heat trans­ fer
coefficient enhancement of nanofluids prepared from high surface area nanoporous graphene, Int.
Commun. Heat Mass Transfer 78 (2016) 127­134. [8] A. Malvandi, A. Ghasemi, D.D. Ganji and I. Pop,
Effects of nanoparticles migration on heat transfer enhancement at film condensation of nanofluids over a
vertical cylinder, Adv. Powder Tech. (2016) DOI: 10.1016/j.apt.2016.06.025. [9] W.A. Khan and I. Pop,
Boundary­layer flow of a nanofluid past a stretching sheet, Int. J. Heat Mass Transfer 53 (2010) 2477­
2483. [10] T. Hayat, M. Waqas, S.A. Shehzad and A. Alsaedi, On model of Burgers fluid subject to

javascript:openDSC(91889440, 4, '78021');
javascript:openDSC(59734211, 37, '86813');
javascript:openDSC(493056489, 1, '77529');
javascript:openDSC(86652, 14, '97414');
javascript:openDSC(109424, 14, '79941');
javascript:openDSC(3124006284, 2474, '75765');
javascript:openDSC(756407369, 2474, '72729');


3/15/2017 Turnitin Originality Report

https://turnitin.com/newreport_printview.asp?eq=1&eb=1&esm=3&oid=784433381&sid=0&n=0&m=0&svr=322&r=79.25384925010167&lang=en_us 19/19

magneto nanoparticles and convective conditions, J. Mol. Liq. 222 (2016) 181­187. [11] M.J. Babu and N.
Sandeep, 3D MHD slip flow of a nanofluid over a slendering stretching sheet with thermophoresis and
Brownian motion effects, J. Mol. Liq. 222 (2016) 1003­1009. [12] B. Mahanthesh, B.J. Gireesha, R.S.R.

Gorla, F.M. Abbasi and S.A. Shehzad, Numeri­ cal solutions for magnetohydrodynamic flow of nanofluid
over a bidirectional non­linear stretching surface with prescribed surface heat flux boundary,
J.Magn.Magn. Mater. 417 (2016) 189­196. [13] A.K. Pandy and M. Kumar, Natural convection and thermal
radiation influence on nanofluid flow over a stretching cylinder in a porous medium with viscous
dissipation, Alex. Eng. (2016) DOI: 10.1016/j.aej.2016.08.035. [14] M. Khan, W.A. Khan and A.S.
Alshomrani, Non­linear radiative flow of three­dimensional Burgers nanofluid with new mass flux effect, Int.
J. Heat Mass Transfer 101 (2016) 570­576. [15] T. Hayat, S. Qayyum, A. Alsaedi and S.A. Shehzad,
Nonlinear thermal radiation aspects in stagnation point flow of tangent hyperbolic nanofluid with double
diffusive convection, J. Mol. Liq. 223 (2016) 969­978. [16] R. Dhanai, P. Rana and L. Kumar, Multiple
solutions of MHD boundary layer flow and heat transfer behavior of nanofluids induced by a power­law
stretching/shrinking permeable sheet with viscous dissipation, Powder Tech. 273 (2015) 62­70. 54 [17]
R.U. Haq, N.F.M. Noor and Z.H. Khan, Numerical simulation of water based magnetite nanoparticles
between two parallel disks, Adv. Powder Tech. 27 (2016) 1568­1575. [18] W. Ibrahim and R.U. Haq,
Magnetohydrodynamic (MHD) stagnation point flow of nanofluid past a stretching sheet with convective
boundary condition, J. Braz. Soci. Mech. Sci. Eng. 38 (2016) 38 1155­1164. [19] T. Hayat, T. Muhammad,
S.A. Shehzad and A. Alsaedi, Simultaneous effects of magnetic field and convective condition in three­
dimensional flow of couple stress nanofluid with heat generation/absorption, J. Braz. Soci. Mech. Sci.
(2016) DOI: 10.1007/s40430­016­0632­5. [20] B. Mahanthesh, B.J. Gireesha, R.S.R. Gorla, Nonlinear
radiative heat transfer in MHD three­dimensional flow of water based nanofluid over a non­linearly
stretching sheet with convective boundary condition, J. Nigerian Math. Soc. 35 (2016 178­198. [21] H.
Darcy, Les Fontaines Publiques De La Ville De Dijon, Victor Dalmont Paris (1856). [22] P. Forchheimer,
Wasserbewegung durch boden, Zeitschrift Ver D. Ing. 45 (1901) 1782­1788. [23] M. Muskat, The Flow of
Homogeneous Fluids through Porous Media, Edwards MI (1946). [24] M.A. Seddeek, Influence of viscous
dissipation and thermophoresis on Darcy­Forchheimer mixed convection in a fluid saturated porous
media, J. Coll. Interf. Sci. 293 (2006) 137­142. [25] B.J. Gireesha, B. Mahanthesh, P.T. Manjunatha and
R.S.R. Gorla, Numerical solution for hydromagnetic boundary layer flow and heat transfer past a
stretching surface embedded in non­Darcy porous medium with fluid­particle suspension, J. Nigerian
Math. Soc. 34 (2015) 267­285. [26] S.A. Shehzad, F.M. Abbasi, T. Hayat and A. Alsaedi, Cattaneo­
Christov heat flux model for Darcy­Forchheimer flow of an Oldroyd­B fluid with variable conductivity and
non­linear convection, J. Mol. Liq. (2016) DOI: 10.1016/j.molliq.2016.09.109. [27] M. Epstein and D.H.
Cho, Melting heat transfer in steady laminar flow over a flat plate, J. Heat Transfer, 98 (1976) 531­533.
[28] P.K. Kameswaran, K. Hemalatha and M.V.D.N.S. Madhavi, Melting effect on convective heat transfer
from a vertical plate embedded in a non­Darcy porous medium with variable permeability, Adv. Powder
Tech. (2016) 417­425. [29] B.J. Gireesha, B. Mahanthesh, I.S. Shivakumara and K.M. Eshwarappa,
Melting heat transfer in boundary layer stagnation­point flow of nanofluid toward a stretching sheet with
induced magnetic field, Eng. Sci. Tech. An Int. J. 19 (2016) 313­321. [30] T. Hayat, G. Bashir, M. Waqas
and A. Alsaedi, MHD 2D flow of Williamson nanofluid over a nonlinear variable thicked surface with melting
heat transfer, J. Mol. Liq. 223 (2016) 836­844. [31] T. Fang, J. Zhang and Y. Zhong, Boundary layer flow
over a stretching sheet with variable thickness, Appl. Math. Comput. 218(2012) 7241­7252. [32] M. S. A.
Wahed, E. M. A. Elbashbeshy and T. G. Emam, Flow and heat trasfer over a moving surface with
nonlinear velocity and variable thickness in a nanofluids in the presence of Brownian motion, Appl. Math.
Comput. 254(2015) 49­62. [33] T. Hayat, M.I. Khan, A. Alsaedi and M.I. Khan, Homogeneous­
heterogeneous reactions and melting heat transfer effects in the MHD flow by a stretching surface with
variable thickness, J. Mol. Liq. 223 (2016) 960­968. [34] T. Hayat, M.I. Khan, M. Farooq, A. Alsaedi, M.
Waqas and T. Yasmeen, Impact of Cattaneo­Christov heat flux model in flow of variable thermal
conductivity fluid over a variable thicked surface, Int. J. Heat Mass Transfer 99 (2016) 702­710. [35] T.
Hayat, M. Zubair, M. Ayub, M. Waqas and A. Alsaedi, Stagnation point flow towards nonlinear stretching
surface with Cattaneo­Christov heat flux, Eur. Phys. J. Plus (2016) (in press). [36] S. J. Liao, Homotopic
analysis method in nonlinear differential equations, Springer Heidel­ berg, Germany (2012). 1 2 3 4 5 6 7
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 55 56


	front pages
	1
	2
	3
	4

	thesis
	Turnitin Originality Report

